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Аннотация 

В данной работе рассматривается подход к моделированию обыкновенного диффе-
ренциального уравнения функционально-воксельным методом (ФВ-метод). Предло-
женный подход является автоматизированным развитием метода изоклин и базирует-
ся на принципах дифференцирования и интегрирования, разработанных для ФВ-
моделирования. Анализируется метод изоклин как средство построения тангенциаль-
ного поля к решению обыкновенного дифференциального уравнения первого и второ-
го порядка. На выбранных примерах демонстрируется принцип построения ФВ-модели 
как основы для получения интегральных кривых. Описывается алгоритм получения 
интегральной кривой дифференциального уравнения средствами ФВ-моделирования. 
Проводится визуальный и численный сравнительный анализ полученных результатов 
ФВ-моделирования с известными примерами. В отличие от метода изоклин, где ре-
зультатом является графическое построение линий постоянного тангенса, в случае 
функционально-воксельной модели имеем графическое представление области ло-
кальных функций в каждой точке интегральной кривой, отвечающих решению задачи.  
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Постановка задачи 
Цель проведённых исследований заключается в принципиальном вопросе о воз-

можности применения ФВ-моделирования в задачах, основанных на получении реше-
ния дифференциального уравнения. Реализация поставленной задачи востребована в 
связи с поступательным развитием инструментов ФВ-моделирования в задачах проек-
тирования и управления, т.е. предлагается моделирование алгоритмов решения таких 
задач как: трассировка к цели с обходом препятствий [1], алгоритмов расчёта физиче-
ских характеристик [2,5], алгоритмов решения задач математического программиро-
вания [6], дифференцирование и интегрирование ФВ-модели функции [7] и т.п. 

В основу исследований выбран метод изоклин не случайно. Он базируется на пред-
варительном построении на заданной области тангенциального поля и дальнейшего 
применения его данных в построении интегральных кривых. Принцип ФВ-
моделирования аналогичен и требует предварительного построения соответствующей 
графической ФВ-модели для организации алгоритма решения какой-либо задачи.     
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1. Метод изоклин в решении дифференциального 
уравнения 

Решению дифференциальных уравнений посвящено много исследований с приме-
нением различных подходов, причём каждый из таких подходов по тем или иным пре-
имуществам имеет право на применение [8,9] 

Один из графических методов решения обыкновенного дифференциального урав-
нения 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) основан на построении изоклин, определяемых как линия фиксиро-
ванной величины производной [10, 11, 15]. При этом, автоматизация такого подхода 
требует генерации тангенциальной поверхности в пространстве 𝑥𝑂𝑦 и построения на 
ней изолиний, посечённых однонаправленными отрезками (касательными к инте-
гральной кривой). На рисунке 1 показан типичный пример получения интегральных 
кривых для обыкновенного дифференциального уравнения 𝑦′ = 𝑓(𝑥): 

𝑦′ = 𝑥2 − 𝑥 − 2. (1) 
Здесь изоклины сонаправлены и параллельны оси 𝑂𝑦, поэтому отображать их не 

имеет смысла. Зато секущие их с фиксированным шагом отрезки, демонстрирующие 
направление касательной к интегральной кривой в данной точке, представляют 
наглядную картину общего решения данного дифференциального уравнения. Недо-
статком такого графического подхода является сложность применения полученных для 
зрительной оценки данных в построении достаточно точной картины из интегральных 
кривых (рис.1). Так же сложно представить применение результата такого подхода в 
автоматизированных расчётах. Для этого следует традиционно выражать из исходного 
дифференциального уравнения неопределённый интеграл и вычислять соответствую-
щий коэффициент C, а это уже аналитический подход. 

Отсутствие аналитического выражения в полученном графическом результате мето-
да изоклин не позволяет исследователю с уверенностью применять его в расчётах, по-
скольку он скорее несёт в себе наглядность формы интегральных кривых, как правило с 
потерей точности значений. Поскольку область изоклин в данном случае описывает 
непрерывную поверхность, то существует интегральная кривая, проходящая через 
начало координат при C=0. Проведём численный эксперимент и определим оставшие-
ся корни для такой интегральной кривой. 

 

 
Рисунок 1 – Пример построения интегральных кривых по изоклинам  

 
Проинтегрировав выражение (1) получим: 

𝑦 =
𝑥3

3
−

𝑥2

2
− 2𝑥 + 𝐶. (2) 

Найдём корни получившегося уравнения (2). Поскольку имеем дело с кубическим 
выражением, то кроме точки начала координат ось 𝑂𝑥 может пересекается ещё два-
жды. Приравниваем правую часть нулю и преобразовываем выражение: 



𝑥(2𝑥2 − 3𝑥 − 12) = 0. (3) 

Очевидно, что первый корень 𝑥1 = 0 и остаётся решить квадратное уравнение в скоб-
ках, чтобы получить остальные корни: 

𝑥2 =
3 + √105

4
≈ 3,3117377,               𝑥3 =

3 − √105

4
≈ −1,8117377. (4) 

На рисунке 1 интегральная кривая (2) расположена посередине, изображена крас-
ным цветом и пересекает ось 𝑂𝑥 в координатах (4). Понятно, что две других интеграль-
ных кривых построены для 𝐶 = 4 и 𝐶 = −4. 

Функционально-воксельный метод (ФВ-метод) [13] обеспечивает на задаваемой об-
ласти аналитической функции заполнение локальными функциями, описывающими 
линейный закон для каждой минимальной окрестности точки на области, что позволя-
ет применять в дальнейших вычислениях не просто число, а соответствующее анали-
тическое выражение со всеми вытекающими от сюда преимуществами. 

Попробуем разобраться как, применив принципы функционально-воксельного мо-
делирования, автоматизировать метод изоклин для компьютерного применения. 

2. ФВ-метод для построения непрерывной поверхности 
изоклин 

Чтобы решить уравнение (1) зададимся некоторой областью (по аналогии с выбран-
ным примером на рисунке 1 выберем область 𝑥 ∈ [−5; 5], 𝑦 ∈ [−5; 5]). 

В функционально-воксельном методе частная производная 𝜕𝑦/𝜕𝑥 рассматривается 
как отношение 𝑐𝑜𝑠𝛼/𝑐𝑜𝑠𝛽, где  𝛼 и 𝛽 – углы отклонения единичного градиентного век-
тора от осей 𝑂𝑥 и 𝑂𝑦 соответственно. Можно говорить, что: 

𝑦′ = 𝑥2 − 𝑥 − 2 = 𝑡𝑔𝛼. (5) 
Принимая во внимание следующие равенства: 𝑐𝑜𝑠𝛼 = 𝑐𝑜𝑠(𝜋/2 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝛼) и 𝑐𝑜𝑠𝛽 =

𝑠𝑖𝑛𝛼 = √1 − 𝑐𝑜𝑠𝛼2  получаем коэффициенты при аргументах уравнения касательной 
для рассматриваемой точки, но проходящей через начало системы координат (локаль-
ная функция): 

𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑦 = 0. (6) 
Затем отображаем заданную область значений для каждого из косинусов в виде от-

дельного образа. Возникает правомерный вопрос: зачем одну поверхность тангенсов 
переводить в две поверхности косинусов? На самом деле ответ лежит на поверхности. 
Косинусные величины нормированы на промежутке [−1; 1], что позволяет их легко пе-
ревести в цветовую палитру [0 … 255] для представления на компьютере в виде растро-
вых образов: 

𝐶𝑜𝑙𝑜𝑟1 =
(𝑐𝑜𝑠𝛼 + 1)256

2
= (𝑐𝑜𝑠𝛼 + 1)128, 𝐶𝑜𝑙𝑜𝑟2 = (𝑐𝑜𝑠𝛽 + 1)128. (7) 

Такая информация является не только наглядной, но и сравнительно компактной 
относительно двумерного массива соответствующих вещественных величин. Плюс ко 
всему исчезает проблема представления бесконечно больших значений для вертикаль-
ных касательных и т.д. Принимая функцию 𝑦 = 𝑓(𝑥) за аргумент 𝑦 на области получим 
два растровых образа, отвечающих за хранение 𝑐𝑜𝑠𝛼 и 𝑐𝑜𝑠𝛽 на заданной области 
(рис.2). Далее такие образы будем называть М-образами как это принято в терминах 
ФВ-метода. 

Покажем, что полученная графическая информация в виде двух М-образов (а,б) до-
статочна для автоматизации алгоритма построения интегральной кривой, изображён-
ной на рисунке 1. 

 



  
а) б) 

Рисунок 2 – Пример построения М-образов для поверхностей: а) 𝑐𝑜𝑠𝛼 и б) 𝑐𝑜𝑠𝛽 

3. Алгоритм построения интегральной кривой по двум 
М-образам 

Чтобы организовать последовательность действий алгоритма построения инте-
гральной кривой по М-образам, полученным на рисунке 2 необходимо определиться 
отношением габаритов реальной области функции, задаваемой вещественными чис-
лами, к разрешению М-образа, габариты которого целочисленные и содержат инфор-
мацию о количестве точек по двум направлениям растра. 

Исходя из разобранной ранее задачи область функции задана параметрами: 
𝑋𝑚𝑖𝑛 = −5, 𝑋𝑚𝑎𝑥 = 5, 𝑌𝑚𝑖𝑛 = −5, 𝑌𝑚𝑎𝑥 = 5. 

Габариты М-образа 𝑋𝑏𝑚𝑝 = 400,  𝑌𝑏𝑚𝑝 = 400. Определим коэффициент масштабиро-

вания по осям, обеспечивающий в расчётах переход от области функции к изображе-
нию и обратно: 

𝐾𝑥 =
𝑋𝑚𝑎𝑥 − 𝑋𝑚𝑖𝑛

𝑋𝑏𝑚𝑝
, 𝐾𝑦 =

𝑌𝑚𝑎𝑥 − 𝑌𝑚𝑖𝑛

𝑌𝑏𝑚𝑝
. (8) 

Поскольку М-образ содержит 400 точек вдоль оси 𝑂𝑥, и начало системы координат 
для области располагается посередине, а также имеется информация о том, что иско-
мая интегральная кривая проходит через начало координат, то такую интегральную 
кривую предлагается строить сначала в положительном направлении полуоси из точки 
(0,0), а затем в отрицательном. 

Установим исходную точку в начало координат, пересчитав в координаты М-образа: 

𝑋 =
(𝑥 − 𝑋𝑚𝑖𝑛)

𝐾𝑥
, 𝑌 =

(𝑦 − 𝑌𝑚𝑖𝑛)

𝐾𝑦
. (9) 

Не трудно догадаться, что при координатах (0,0) на М-образе точка окажется посе-
редине окна с координатами (200, 200). Для полученной точки на обоих М-образах 
присутствует конкретный цвет (𝐶𝑜𝑙𝑜𝑟1 и 𝐶𝑜𝑙𝑜𝑟2), который при обратном преобразова-
нии становится значением косинуса: 

𝑐𝑜𝑠𝛼 =
2𝐶𝑜𝑙𝑜𝑟1 − 256

256
, 𝑐𝑜𝑠𝛽 =

2𝐶𝑜𝑙𝑜𝑟2 − 256

256
. (10) 

Для получения локального уравнения в точке с координатами (0,0) найдем третью 
компоненту градиента окрестности этой точки: 

𝑐𝑜𝑠𝛾 = −𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑦. 
(11) 

В случае с первой точкой, когда обе координаты равны нулю 𝑐𝑜𝑠𝛾 = 0, а значит пря-
мая, описанная этой локальной функцией, действительно проходит через начало коор-
динат. 



Чтобы определить значение следующей точки интегральной кривой осуществим 
сдвиг по оси 𝑂𝑥 на шаг 𝐾𝑥: 

𝑦′ = −
𝑐𝑜𝑠𝛼

𝑐𝑜𝑠𝛽
(𝑥 + 𝐾𝑥) −

𝑐𝑜𝑠𝛾

𝑐𝑜𝑠𝛽
. (12) 

Получив решение интегральной кривой в следующей точке, переходим к ней: 

𝑥 = 𝑥 + 𝐾𝑥, 𝑦 = 𝑦′. (13) 

Теперь снова рассчитываем координаты 𝑋, 𝑌  по формуле (9), получаем цвет 
𝐶𝑜𝑙𝑜𝑟1, 𝐶𝑜𝑙𝑜𝑟2 на двух М-образах в новой точке (𝑋, 𝑌), чтобы определить для него новые 
𝑐𝑜𝑠𝛼 и 𝑐𝑜𝑠𝛽 по формуле (10). Определяем 𝑐𝑜𝑠𝛾 для полученной точки по формуле (11) и 
переходим к определению новой точки интегральной кривой (12, 13) и далее повторяем 
процесс до тех пор, пока одна из координат не достигнет границы области. 

Аналогично строится алгоритм в обратном направлении от заданной точки с той 
лишь разницей, что параметр 𝑐𝑜𝑠𝛾 определяется для точки (𝑥 − 𝐾𝑥), поскольку считаем, 
что текущая точка также принадлежит предыдущей окрестности. 

На рисунке 3 демонстрируется пучок интегральных кривых для С=[-3,-1,-2,0,1,2,3], 
для наглядности наложенных на М-образ с отображением значения 𝑐𝑜𝑠𝛼. 

На полученной интегральной кривой можно заметить, что корни её функции при 
C=0 соответствуют требуемым значениям (4). 

Рассмотрим пример 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦), где в уравнении кроме аргумента 𝑥 также присут-
ствует и сама функция 𝑦. Для этого тоже выберем один из случаев, часто рассматрива-
емых в классических учебниках [16]:  

𝑦′ = 2𝑥 − 𝑦. (14) 
Изображение с построением изоклин и полученных при этом интегральных кривых, 

и автоматическое построение интегральной кривой ФВ-методом демонстрируется на 
рисунке 4. Не сложно убедиться, что интегральная кривая, проходящая через начало 
координат имеет единственный корень в экстремальной точке. Приравняем к нулю 
производную для построения изоклины экстремумов: 

𝑦′ = 2𝑥 − 𝑦 = 0 или 𝑦 = 2𝑥. (15) 
 

 
Рисунок 3 – Результат ФВ-построения интегральной кривой для (1) 

 
Полученная прямая изоклины проходит через начало координат, а значит, в начале 

координат будет находится точка экстремума интегральной кривой для С=0. Устано-
вим туда исходную точку для работы алгоритма и запустим процесс построения инте-
гральной кривой. Результат, подтверждающий корректность работы алгоритма пока-



зан на рисунке 4а. На рисунке 4б красным цветом отображена интегральная кривая, 
проходящая через точку начала координат. 

 

  
а б 

Рисунок 4 – Результат ФВ-построения интегральных кривых для (14): а) метод изо-
клин, б) ФВ-метод 

 
Для работы алгоритма необходимо предварительно построить М-образы отображе-

ния на заданной области 𝑐𝑜𝑠𝛼 и 𝑐𝑜𝑠𝛽 как показано на рисунке 5. 
 

  
𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑐𝑜𝑠𝛽 

Рисунок 5 – отображение области изоклин в виде ФВ-модели для уравнения (1.14) 
 
В качестве следующего примера предлагается рассмотреть квадратичное выражение 

дифференциального уравнения: 
𝑦′ = 𝑦 − 𝑥2 + 2𝑥 − 2. (16) 

Результат построения изоклин и определение интегральных кривых в традицион-
ном варианте демонстрируется на рисунке 6. 

 



 
Рисунок 6 – построение интегральных кривых уравнения (16) методом изоклин 

 
Зрительно выделим для себя на рисунке 6 интегральную кривую, проходящую через 

начало координат. Для работы алгоритма определим соответствующие М-образы, опи-
сывающие заданную область тангенциального поля, разложенного на косинусы. Ре-
зультат построения таких М-образов демонстрируется на рисунке 7. Рисунок 8 демон-
стрирует решение задачи ФВ-методом. 

 

 
Рисунок 7 – отображение области изоклин в виде ФВ-модели для уравнения (16) 

 

 
Рисунок 8 – Интегральные кривые уравнения (16) 



 
Рассмотрим последний тестовый пример дифференциального уравнения первого 

порядка, включающего периодическую функцию: 
𝑦′ = sin (𝑥 + 𝑦). (17) 

Результат будем сравнивать с традиционным изображением, включённым во многие 
учебные пособия (рис.9) [15]. 

 

 
Рисунок 9 – Построение интегральных кривых уравнения (17) 

 
Построим М-образы для решения уравнения (17) (рис.10) и применим предложен-

ный алгоритм построения интегральной кривой к этим двум М-образам. Результат по-
строения интегральных кривых для уравнения (17) демонстрируется на рисунке 11.  

Проведённые исследования показывают, что применение функционально-
воксельного моделирования в решении обыкновенных дифференциальных уравнений 
первого порядка позволяет перенести на автоматизированную основу графический ме-
тод изоклин с той лишь разницей, что образуемое при этом информационное поле 
отображает не значение тангенса, а базируется на информации о компонентах единич-
ного вектора градиента на выбранной области исследования дифференциального 
уравнения. 

 

 
Рисунок 10 – отображение области изоклин в виде ФВ-модели для уравнения (17) 

 



 
Рисунок 11 – Построение интегральной кривой для уравнения (17), проходящей че-

рез точку начала координат 

4. Решение обыкновенного интегрального уравнения 
второго порядка методом изоклин 

Поскольку метод изоклин применяется также к решению некоторых уравнений вто-
рого порядка продемонстрируем решение примера, имеющего для сравнения изобра-
жение (рис.12) позаимствованное в работе [14]. Рассмотрим уравнения, приводимые к 
виду: 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑓 (

𝑑𝑥

𝑑𝑡
, 𝑥) = 0. (18) 

Вводится новая переменная 𝑣 = 𝑑𝑥/𝑑𝑡. Тогда имеем: 
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 (19) 

и уравнение (18) принимает вид уравнения первого порядка: 
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

𝑓(𝑣, 𝑥)

𝑣
. (20) 

Рассмотрим пример решения дифференциального уравнения вида: 
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑥 = 0. (21) 

Полагаем, что 𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝑣. Тогда уравнение (21) принимает вид: 

𝑣
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑥 = 0, или      

𝑑𝑣

𝑑𝑥
= −

𝑥

𝑣
. (22) 

 

 
Рисунок 12 – Построение интегральных кривых методом изоклин для уравнения (19) 

 



Применим функционально-воксельный подход к решению уравнения (19). Обратим 
внимание на то, что во всех примерах такого приведения исходного дифференциально-
го уравнения к первому порядку подразумевается деление на функцию 𝑣, что приводит 
вдоль оси 𝑂𝑦 к разрыву непрерывной поверхности (рис.13), поскольку функцию (22) 
для получения М-образов преобразуем в функцию: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑥

𝑦
. (23) 

Для построения интегральных кривых используем поочерёдно области 𝑥 ∈
[−5; 5], 𝑦 ∈ [−5; 0) и 𝑥 ∈ [−5; 5], 𝑦 ∈ (0; 5], т.е. разобьём область задания функции на две 
подобласти до оси 𝑂𝑦 и после. На рисунке 13 а и б приводится результат построения 
интегральных кривых при С=1, С=2 и С=3 для положительной области, а при С=-1, С=-2 
и С=-3 для отрицательной. 

 

 
а 

 
б 

Рисунок 13 – Построение интегральных кривых ФВ-методом для уравнения (19): 
а) решение на области 𝑦 ∈ (0; 5], б) решение на области 𝑦 ∈ [−5; 0) 

 
Не сложно в дальнейшем совместить эти два образа, чтобы получить полную карти-

ну. 

Выводы 
Проведённые исследования показали возможность применения ФВ-моделирования 

в решении обыкновенных дифференциальных уравнений вида 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦). Продемон-
стрировано решение уравнение вида 𝑦′′ = 𝑓(𝑥, 𝑦′, 𝑦). Далее предполагается рассмотреть 
использование ФВ-моделирования в решении прикладных задач, основанных на при-
менении обыкновенных дифференциальных уравнений первого и второго порядка, 
разработка принципов работы алгоритма для обыкновенных дифференциальных 
уравнений вида: 𝑧′ = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)  и 𝑧′′ = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑧′). Поскольку функционально-
воксельная модель позволяет аналитически описать сложную геометрию на заданной 
области, то применение её в задачах движения жидкости или газа как основы для мо-
делирования образуемых при этом дифференциальных законов, представляется авто-
рам весьма перспективным и актуальным. 
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Abstract 

This work discusses an approach to modeling an ordinary differential equation by the 
Functional Voxel method (FV method). The proposed approach is an automated development 
of the isocline method and is based on the principles of differentiation and integration devel-
oped for FV modeling. The isocline method is analyzed as a mean of constructing a tangential 
field for solving the first and second order ordinary differential equation. The selected exam-
ples demonstrate the principle of constructing a FV model as a basis for obtaining integral 
curves. An algorithm for obtaining an integral curve of a differential equation by the means of 
the Functional Voxel modeling is described. A visual and numerical comparative analysis of 
the obtained results of the FV modeling with known examples is carried out. Unlike the iso-
cline method, where the result is a graphical construction of constant tangent lines, in the 
case of a Functional voxel model we get a graphical representation of the area of local func-
tions at each point of the integral curve corresponding to the solution of the problem.  

  
Keywords: ordinary differential equations, Functional Voxel method (FV method), iso-

cline method, integral curves. 
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