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Аннотация 

В данной работе рассматривается система уравнений магнитной гидродинамики 
(МГД), дополненная уравнением конвекции-диффузии, которые описывают течение 
вязкой проводящей несжимаемой жидкости с учетом наличия примесей в ней. Совре-
менные программные средства научной визуализации, такие, например, как ParaView, 
предоставляют широкий спектр возможностей для наглядного изображения и, следо-
вательно, более ясного представления структуры таких течений, особенно в трехмер-
ном случае. Данная возможность позволяет проанализировать, сделать выводы, под-
метить особенности исследуемых течений жидкости, и активно использовалась при 
подготовке этой публикации. 

Рассматриваемая модель МГД является интенсивным полем исследований многих 
ученых, однако, подавляющее большинство работ посвящено исключительно числен-
ному моделированию, а исследованию точных решений для данных задач уделено 
крайне мало внимания. В статье рассмотрены классы точных решений уравнений МГД 
и связанного с ними уравнения конвекции-диффузии. Найденые точные решения 
можно использовать для верификации разработанных численных алгоритмов решения 
обсуждаемых задач. Кроме того, найденные точные решения описывают течения жид-
кости в пористой среде и связаны с вопросами разработки кернового симулятора, кото-
рый позволит моделировать внутрипластовые эффекты. В свою очередь, это связано с 
созданием отечественной технологии «цифровое месторождение» и задачами управ-
ления параметрами несжимаемой жидкости. Для нефтегазовой отрасли решение дан-
ного класса задач позволит проводить оптимизационные воздействия различных ти-
пов (механических, электромагнитных, тепловых и т. д.) с целью увеличения коэффи-
циента извлечения нефти. 

Ключевые слова: магнитная гидродинамика, точные решения, визуализация те-
чения жидкости, конвекция-диффузия. 

 

1. Введение 
Рассматривается система уравнений магнитной гидродинамики (МГД) [1, 2], описы-

вающая течение вязкой проводящей жидкости в области с учетом наличия примесей в 

поле течения  1 2 3, ,x x x D , t>0: 
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где H – вектор напряженности магнитного поля, u − вектор скорости жидкости, t − 

время, m  − магнитная вязкость жидкости, 0  − плотность жидкости, p − давление, 

  − кинематическая вязкость, n – концентрация примесей в жидкости, χ − коэффици-

ент диффузии. Отметим, что поле давления p определяется из уравнений (1) ‒ (5) с 
точностью до произвольной функции времени. 

Рассматриваемые в работе классы течений имеют сложную структуру, особенно те-
чения в пространстве, поэтому, для более ясного их представления и анализа необхо-
димо использование современных средств научной визуализации. При подготовки 
этой публикации использовался ParaView (https://www.paraview.org). 

Создание отечественной технологии «цифровое месторождение» [3‒5] предполагает 
возможность разработки кернового симулятора, позволяющего моделировать динами-
ку жидкости в зависимости от внешних воздействий (теплового, электромагнитного, 
химического, механического и др.) и в дальнейшем ставить задачи об их оптимизации 
с целью извлечения прибыли от эксплуатации месторождений. Исследованию влияния 
тепловых эффектов на струкутуру течения посвящены работы [6‒9], в том числе и для 
таких вязких жидкостей как нефть [8]. Представленный класс задач позволяет вклю-
чить в рассмотрение модели деформации пластов в задачах гидрогеодинамики, опи-
санные в [10]. 

Исследуемая модель течения жидкости с учетом конвективной диффузии является 
интенсивным полем исследований [11‒14]. Однако, все эти исследования посвящены 
исключительно вопросам численного решения указанных задач. Результаты численно-
го моделирования необходимо верифицировать точными решениями. Представлению 
различных классов точных решений уравнений МГД с учетом наличия примесей в по-
ле течения и посвящена данная работа. 

Рассмотрение ниже представленных точных решений связано с вопросом построе-
ния кернового симулятора и описывает динамику жидкости в пористой среде. Про-
стейшая модель пористой среды содержит дискретный набор точек ‒ узлы сетки ∂D. 

Тогда областью течения жидкости является R \nD D  . В таком случае на границе об-
ласти течения должно выполняться условие прилипания. Представленные ниже точ-
ные решения рассматриваются при различных начальных и граничных условиях в за-
висимости от конкретной обсуждаемой подмодели модели (1) ‒ (5). В приведенных ни-
же точных решениях полагается ρ0=χ=1, μm=μ. Решения 2.1.2 и 3.2.2 уже опубликованы 
в [15], остальные полученные выражения публикуются впервые. 

Общие комментарии к рисункам, представленным в статье, следующие. Белые ли-
нии и стрелки на рисунке соответствуют линиям тока и направлению векторного поля, 
как правило, вектора скорости жидкости. В параграфах 2, 3 рисункам соответствует 
фрагмент области течения ‒ квадрат со стороной 2π с центром в начале координат, т. е. 
углам квадрата соответствуют точки с координатами ±π. В параграфах 4, 5 рисунки ил-
люстрируют течения на сфере радиуса 5. Как правило, кроме оговоренных специально 
случаев, анимация на рисунках соответствует изменению течения по времени с t=0 до 
t=1 с шагом 0.2. 

2. Уравнения гидродинамики 
Рассматривается следующая подмодель уравнений (1) ‒ (5), состоящая из уравнения 

(2) и уравнения Навье-Стокса: 
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На границе области течения выполняются условия прилипания 

0
D
u . (7) 

Все приведенные в параграфах 2, 3 примеры точных решений рассматриваются в 
области, имеющую периодическую структуру и состоящей из квадратов или кубов дли-
ной 2π. В случае, если указанные структуры имеют иной размер, то в результате при-
менения замены пространственно-временных переменных придем к ниже приведен-
ным формулам. 

2.1 Точные решения на плоскости 
Пусть область D ‒ плоская сетка, состоящая из ячеек с длиной и шириной равной 2π. 

1. Если начальное условие имеет вид 

 2 10
cos ; cos ;0

t
x x


 u , 

то точное решение задачи (2), (6), (7) имеет вид 

 2 1cos ; cos ;0te x x u , 2
1 2sin sintp e x x  . 

В этом случае границей области течения ∂D являются точки 1 2,
2

x x n


  , Zn . Из 

рис. 1 видно, что течение жидкости структурируется на квадраты, внутри которых вра-
щаются вихри с центрами, расположенными в узлах сетки ∂D, в которых скорость те-

чения обращается в нуль. На границах квадратов, расположенных под углами 
4


  и 

центрами на сетке, жидкость скользит по касательной. Аналогичная структура течения 
для проводящей жидкости наблюдалась при описании точного решения уравнений 
МГД с условием скольжения на границе параллелепипеда [16]. 

Отметим, что исследуемые здесь течения известны в природе как квадратные волны. 
Эти волны представляют собой сетчатый рисунок из множества квадратов на поверх-
ности моря. Это достаточно сильные волны и могут изменять траекторию судов в не-
предсказуемом направлении. Квадратные волны формируются из двух различных 
групп волн, сходящихся под разными углами, не превышающими, как правило, 45o. 

 

 
Рис. 1. Структура течения, соответствующая решению 2.1.1 

 



2. Если начальное условие имеет вид 

    2 10
sin ;sin ;0

t
x x 


u , λ>0, 

то точное решение задачи (6) ‒ (8) имеет вид 

    2 1sin ;sin ;0te x x  u ,    2
1 2cos costp e x x   . 

В этом случае границей области течения ∂D являются точки 1 2,
n

x x



 , Zn . На 

рис. 2 проиллюстрирована структура течения, соответствующая рассматриваемому в 
данном пункте точному решению при значении λ=4. Точно так же, как и в предыдущем 
случае, течение жидкости разбивается на квадраты с вращающимися вихрями, в цен-
тре которых скорость течения равна нулю. 

 

 
Рис. 2. Структура течения, соответствующая решению 2.1.2 

 

2.2 Точные решения в пространстве 
1. Если начальное условие имеет вид 

          3 2 3 10
exp 0 sin ;exp 0 sin ; 0

t
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
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где λ ‒ произвольный параметр, то точное решение задачи (2), (6), (7) имеет вид 

                2 2
3 2 3 1exp 1 exp sin ;exp 1 exp sin ;t x t x t x t x t             u , 

    2
1 2 3exp 2 1 cos cosp t x x t x     , 

где φ(t) ‒ произвольная функция времени. В этом случае границей области течения 

∂D являются точки 1 2,x x n , Zn . 

На рис. 3‒5 проиллюстрировано изменение с течением времени структуры течения, 
соответствующего рассматриваемому точному решению, в зависимости от времени при 

значении параметра λ=2 и при  
2

2

t
t  . Рисунки иллюстрируют течение жидкости в 



плоскости x1Оx2 (рис. 3) и плоскостях ей параллельных, проходящих через точки с ко-
ординатами (0, 0, 1) для рис. 4 и (0, 0, 2) для рис. 5. Из иллюстраций следует, что тече-
ние жидкости с течением времени становится менее структурированным, а при увели-
чении значений координаты x3 происходит выпрямление течения вдоль оси Ox1. Ана-
логичное замечание справедливо и при уменьшении значений координаты x3, однако 
выпрямление течения теперь происходит вдоль оси Ox2. Поле давления с течением 
времени приобретает ячеистую структуру. 

 

 
Рис. 3. Структура течения 2.2.1 в плоскости x1Ox2 

 

 
Рис. 4. Структура течения 2.2.1 в плоскости параллельной x1Ox2, проходящей  

через точку (0, 0, 1) 



 
Рис. 5. Структура течения 2.2.1 в плоскости параллельной x1Ox2, проходящей  

через точку (0, 0, 2) 
 
2. Пусть область D ‒ пространственная сетка, состоящая из ячеек с длиной, шириной 

и высотой равной 2π. Если начальное условие имеет вид 

 2 3 3 1 1 20
sin cos ;sin cos ;sin cos

t
x x x x x x


   u , 

то точное решение задачи (6) ‒ (8) имеет вид 

 2 3 3 1 1 2sin cos ;sin cos ;sin coste x x x x x x   u , 
2

2
p  

u
. 

В этом случае границей области течения ∂D являются точки 1 2 3
4

x x x n


    , 

Zn . 
Чтобы представление о структуре течения жидкости (рис. 6‒9) стало более нагляд-

ным, необходимо выполнить следующее преобразование координат: выразить все ко-
синусы, фигурирующие в точном решении для поля скорости через синусы и сделать 
замену 

2

j k
i

x x



 , 

где все индексы i, j, k = 1, 2, 3 разные. На рис. 6‒9 проиллюстрирована структура те-
чения в плоскости, параллельной x1Ox2 и проходящей через точки вида x1=x2=x3=‒π, ‒
π/2, −π/4, π/4 соответственно, в зависимости от времени. Из рисунков 6−9 следует, что 
течение жидкости обладает структурой к каждой ячейке, при этом, линии тока в ячей-
ках совпадают в каждом случае, но направления течения в соседних ячейках меняется 
на противоположное. Отметим, что при рассмотрении течения в плоскости параллель-
ной x1Ox2 и проходящей через точки x1=x2=x3=π получается такая же картина течения, 
что и на рис. 6, а случае точки x1=x2=x3=π/2 ‒ такая же картина течения, что и на рис. 7. 

 



 
Рис. 6. Структура течения 2.2.2 в плоскости параллельной x1Ox2, проходящей 

 через точку (−π, −π, −π) 
 

 
Рис. 7. Структура течения 2.2.2 в плоскости параллельной x1Ox2, проходящей  

через точку (−π/2, −π/2, −π/2) 
 



 
Рис. 8. Структура течения 2.2.2 в плоскости параллельной x1Ox2, проходящей  

через точку (−π/4, −π/4, −π/4) 
 

 
Рис. 9. Структура течения 2.2.2 в плоскости параллельной x1Ox2, проходящей  

через точку (π/4, π/4, π/4) 

3. Уравнения гидродинамики с примесями 
Рассматривается следующая подмодель уравнений (1) ‒ (5), состоящая из уравнений 

(2), (5), (6). На границе области течения выполняются условия (7) и 

0
D

n






N
, (8) 

где N ‒ вектор нормали к границе ∂D. 



Пусть также, как в предыдущем пункте, область D имеет периодическую структуру и 
состоит из кубов с ребром длиной 2π. Если начальное условие имеет вид 

    3 2 3 10
exp sin ;exp sin ;0

t
x x x x   


 u , 

    3 1 3 20
exp cos exp cos

t
n x x x x   


   , 

где λ≠0, то точное решение задачи (2), (5) ‒ (8) имеет вид 

       2 2
3 2 3 1exp exp sin ;exp sin ;0t x x x x        u , 

      2 2
1 2exp 2 cos cosp t x x      , 

           2 2
3 1 3 2exp exp cos exp cosn t x x x x          . 

При этом, всюду в области D выполняется условие   0n u , а решение задачи (2), 

(5) ‒ (8) является двухпараметрическим и зависит от параметров ε и λ. В этом случае 
границей области течения ∂D являются прямые параллельные оси Ox3 и проектирую-

щиеся в точки плоскости x1Ox2 с координатами 1 2,
n

x x



 , Zn . 

При λ=μ получаем стационарное течение. Пусть λ=μ=2, тогда поле течения, соответ-
ствующее данному точному решению, в плоскостях параллельных x1Ox2 и проходящих 
с интервалом π/4 через точки, лежащие на оси Ox3, начиная с точки, имеющей коорди-
нату x3=−π/2 и до точки с координатой x3=π/2, представлено на рис. 10, 11. На рис. 10 
проиллюстрировано поле концентрации, а на рис. 11 поле давления. На рис. 12 проил-
люстрировано поле давления в сечении плоскости параллельной x2Ox3 Аналогично 
предыдущим двум рисункам здесь плоскость проходит через точки, лежащие на оси 
Ox1 и имеющие координаты вида (−π/2+πn/4, 0, 0), n=0, 1, …, 4. Из рисунка 10 видно, 
что примесь располагается вдоль линий тока, при этом, линии тока существенно зави-
сят от координаты x3. Рис. 11, 12 демонстрирует наличие фиксированной структуры у 
поля давления. 

 

 
Рис.10. Структура течения 3 в плоскости параллельной x1Ox2, проходящей  

через точки вида (0, 0, −π/2+πn/4), n=0, 1, …, 4 и поле концентрации при λ=μ=2 



 

 
Рис.11. Структура течения 3 в плоскости параллельной x1Ox2, проходящей  

через точки вида (0, 0, −π/2+πn/4), n=0, 1, …, 4 и поле давления при λ=μ=2 
 

 
Рис.12. Структура течения 3 в плоскости параллельной x2Ox3, проходящей  
через точки вида (−π/2+πn/4, 0, 0), n=0, 1, …, 4 и поле давления при λ=μ=2 

 
Пусть теперь λ=2, μ=1. На рис. 13 проиллюстрирована зависимость структуры тече-

ния от координаты x3 в плоскости ортогональной Ox3, при этом, x3 последовательно 
принимает значения ‒π/2, 0, π/2. Из рис. 13 следует, что линии тока обладают структу-
рой, которая существенно зависит от координаты x3, примесь располагается вдоль этих 
линий. Рис. 14 иллюстрирует распределение примеси в плоскостях перпендикулярных 



оси Ox2, при этом линии тока параллельны оси Ox1. Распределение примеси в плоско-
стях параллельных оси Ox1 (рис. 15) зеркально симметрично распределению на рис. 14. 

 

 
Рис.13. Структура течения 3 в плоскости параллельной x2Ox3, проходящей  

через точки вида (0, 0, −π/2+πn/2), n=0, 1, 2 и поле концентрации при λ=2, μ=1 
 

 
Рис.14. Структура течения 3 в плоскости параллельной x1Ox3, проходящей  

через точки вида (0,−π/2+πn/2, 0), n=0, 1, 2 и поле концентрации при λ=2, μ=1 
 



 
Рис.15. Структура течения 3 в плоскости параллельной x2Ox3, проходящей 

через точки вида (−π/2+πn/2, 0, 0), n=0, 1, 2 и поле концентрации при λ=2, μ=1 
 
При значении параметров λ=1, μ=2 наблюдается аналогичная картина течения, что и 

на рис. 10 с той лишь разницей, что в представленном фрагменте области течение 
лишь раз успевает изменить свое направление на противоположное (рис. 16), а не три 
раза как на рис. 10. Отметим, что структура течения в плоскости параллельной x1Ox2, 
проходящей через точку с координатами (0, 0, −π/2) аналогично, представленному на 
рис. 16, однако, линии тока расположены не вдоль оси Ox1, а перпендикулярно к ним ‒ 
вдоль оси Ox2, примесь также располагается вдоль линий тока. Рис. 17 иллюстрирует 
изменение структуры течения в плоскости параллельной x1Ox2 с увеличением значения 
координаты x3. 

 

 
Рис.16. Структура течения 3 в плоскости параллельной x1Ox2, проходящей 

через точку (0, 0, π/2) и поле концентрации при λ=1, μ=2 
 



 
Рис.17. Структура течения 3 в плоскости параллельной x1Ox2, проходящей 

через точки вида (0, 0, −π/2+πn/2), n=0, 1, 2 и поле концентрации при λ=1, μ=2 

4. Уравнения магнитной гидродинамики 
Рассматривается система уравнений (1) ‒ (4). Предполагается, что на границе обла-

сти течения выполняется условие непротекания и нормальная составляющая вектора 
скорости, также как вектора напряженности магнитного поля, равна нулю на границе 
области, т. е. 

   , N , N 0
D D 
 u H . (9) 

Граничные условия в касательных направлениях к границе задаются сужением точ-
ного решения, приведенного ниже, на эту подобласть. В качестве области течения D 
рассматривается шар радиуса R. Начальные условия имеют вид 

 3 2 3 1 1 2 2 10
sin ; sin ; sin sin

t
x x x x x x x x


  u , 

0 0
2

t t


 
H u . 

Точное решение задачи (1) ‒ (4), удовлетворяющее заданным начальным и гранич-
ным условиям имеет вид 

  3 2 3 1 1 2 2 1exp sin ; sin ; sin sint x x x x x x x x   u , 

2 H u , 
2

2
p  

u
. 

На рис. 18 проиллюстрирована структура течения, соответствующая данному точно-
му решению, в шаре радиуса 5 с течением времени. Из рисунка видно, что течение на 
сфере разбивается на ячейки, имеющие в отличие от ранее рассмотренных течений, 
разную форму и размеры. С уменьшением радиуса шара ячейки на полюсах занимают 
все большую площадь сферы, доходя почти до экватора и соответственно ячейки, рас-
полагающиеся вдоль меридианов на рис. 18, уменьшаются и вытягиваются вдоль эква-
тора. 

 



 
Рис.18. Структура течения 4 в шаре радиуса 5 и поле давления 

5. Уравнения магнитной гидродинамики с примесями 
Здесь рассматривается вся модель (1) ‒ (5), удовлетворяющая условиям (9). Как и в 

предыдущем параграфе, граничные условия в касательных направлениях к границе 
задаются сужением точного решения, приведенного ниже, на эту подобласть. А в каче-
стве области течения D рассматривается шар радиуса R. Поле концентрации во всех 
приведенных ниже решениях предполагается стационарным, удовлетворяющим усло-

виям   0n u  и 0n  . 

5.1 Стационарные решения 
Далее приводятся несколько стационарных решений уравнений (1) ‒ (5). 

1. Если на границе области D задано условие (13) для поля концентрации, то 
решением задачи (1) ‒ (5) является 

 3 2 3 1; ;0x x x x u , 2 H u , 
2

2
p  

u
, (10) 

2 2
1 2
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. 

Отметим, что если ввести сферическую систему координат в области D, то последнее 
выражение для поля концентрации примет вид 

1 cos
ln

1 cos
n









, 

где θ ‒ угол между радиус-вектором точки области D и положительным направлени-
ем оси Ox3. На рис. 19, 20 представлены линии тока в шаре радиуса 5 и поля давления и 
концентрации соответственно. С изменением радиуса качественно картина полей дав-



ления и концентрации не меняется, меняется только количественные значения в каж-
дой точке. 

 

 
Рис.19. Структура течения 5.1.1 в шаре радиуса 5 и поле давления 

 

 
Рис.20. Структура течения 5.1.1 в шаре радиуса 5 и поле концентрации 

 
2. Другое стационарное решение уравнений (1) ‒ (5) имеет вид 

 2 3 3 1 1 2; ;x x x x x x   u , 2 H u , 
2

2
p  

u
, 

2 2 2
1 2 3

1
n

x x x



 

. 
(11) 

В этом случае на границе также задается поток поля концентрации, однако здесь он 
уже отличен от нуля. На рис. 21 представлена структура течения и поле давление, соот-



вествующее данному точному решению. Поле концентрации (11) на сфере является по-
стоянной величиной. 

 

 
Рис.21. Структура течения 5.1.2 в шаре радиуса 5 и поле давления 

 
3. Следующее решение задачи (1) ‒ (5) можно получить из двух предыдущих и оно 

состоит из выражений (10) и выражения (11) сдвинутого по оси Ox3 

 22 2
31 2

1
n

x x x p



  

. 

На рис. 22 проиллюстрировано поле течения параллельное экватору и поток приме-
си в нем, располагающийся по меридианам, при значении параметра p=6, в шаре ра-

диуса 5. При этом, наглядно продемонстрировано выполнение условия   0n u . 

 

 
Рис.22. Структура течения 5.1.3 (вдоль экватора) и поток примеси в ней (по мериди-

анам) в шаре радиуса 5 и поле давления 
 



5.2 Нестационарное решение 
Если для модели (1) ‒ (5), рассматриваемой в шаре радиуса R, задать начальные 

условия 
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то решением задачи (1) ‒ (5), удовлетворяющее условиям (9) имеет вид 
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На рис. 23 проиллюстрировано изменение со временем линий тока и поля давления 
для рассматриваемого точного решения уравнений МГД. Линии тока возле полюсов 
располагаются по параллелям, в то время как линии тока, находящиеся ближе к эква-
тору, располагаются вдоль областей, заметно изменяющихся с течением времени. 

 

 
Рис.23. Структура течения 5.2 в шаре радиуса 5 и поле давления 

 
Отметим, что условие (9) выполняется для сферы произвольного радиуса. Таким об-

разом, рассмотренные течения жидкости в параграфах 4, 5 стратифицируются на слои 
‒ сферы фиксированного радиуса. Решения, представленные в параграфе 5.1 пунктах 1 
и 2, являются частными случаями решения 5.3 и соответствуют линейной и нелиней-
ной части первого слагаемого вектора скорости u. 



6. Заключение 
В работе рассматриваются точные решения уравнений МГД, дополненных уравне-

нием конвекции-диффузии, описывающих течение вязкой проводящей несжимаемой 
жидкости с учетом наличия примесей в поле течения. Найденные точные решения мо-
гут быть использованы для верификации результатов моделирования таких течений. 
Кроме того, в работе представлены классы течений, соответствующие течению жидко-
сти в пористой среде. Понимание и анализ структуры таких сложных течений не воз-
можны без наглядного их представления. С задачей визуализации поля течения позво-
ляют справиться различные, доступные на данный момент, программные средства. 
При написании этой статьи использовался ParaView (https://www.paraview.org). 

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проекты № 18-47-860005, 18-47-860004. 
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Abstract 

A system of equations for the magnetic hydrodynamics (MHD), supplemented by the 
convection-diffusion equation describing the flow of a viscous conducting incompressible flu-
id taking into account the presence of impurities in it is considered in this paper. Modern sci-
entific visualization software, such as ParaView, provide a wide range of possibilities for visu-
alization and, therefore, a clearer presentation of the structure of such flows, especially in 
three-dimensional case. This opportunity allows to analyze, draw conclusions, note the fea-
tures of the investigated fluid flows, and was actively used in the preparation of this publica-
tion. 

The MHD model is an active field of research for many scientists, however, most of the 
works are devoted exclusively to numerical modeling, and very little attention has been paid 
to exact solutions for these problems. The article discusses classes of exact solutions of the 
MHD equations and the associated convection-diffusion equation. The exact solutions found 
can be used for verification of developed numerical algorithms for solving the discussed prob-
lems. Moreover, the exact solutions found describe fluid flows in a porous medium and are 
related to the development of a core simulator that will allow to simulate intraplast effects. It 
is associated with the creation of a domestic technology "digital field" and the tasks of con-
trolling the parameters of incompressible liquids. For the oil and gas industry, a solution of 
this class of task will allow to perform optimization effects of various types (mechanical, elec-
tromagnetic, thermal, etc.) in order to increase the oil recovery factor. 

Keywords: magnetohydrodynamics, exact solutions, fluid flow visualization, convec-
tion-diffusion. 
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