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Аннотация 

В работе на примере данных о температуре и основных соединениях ламинарного 
метано-воздушного пламени Бунзена рассматривается возможность применения алго-
ритма оптимизации Гаусса-Ньютона в гильберт-диагностике реагирующих сред (пла-
мён). Предложенная ранее и проверенная на численных моделях методика рекон-
струкции полей фазовой оптической плотности использована для решения обратной 
задачи гильберт-оптики: в рассматриваемом осесимметричном сечении пламени вы-
числена гильбертограмма, из которой восстановлены исходные значения фазовой 
функции и показателя преломления среды. Развитием работы станет расширение сфе-
ры приложений полученных результатов в обработке экспериментальных данных.  

  
Ключевые слова: гильберт-оптика, алгоритм Гаусса-Ньютона, оптимизация, 

пламя Бунзена, диагностика пламени. 

 

1. Введение 
Исследования процессов горения актуальны во многих областях промышленности и 

технологиях [1, 2]. Наиболее значимой является оптическая диагностика термодина-
мических и структурных параметров пламён, основными достоинствами которой яв-
ляются бесконтактность применения, возможность проведения измерений в высоко-
температурных зонах. Методы оптической диагностики условно можно разделить на 
две группы: первую составляют способы, основанные на явлениях рассеяния, поглоще-
ния и флуоресценции при прохождении светового излучения через исследуемую среду 
[3–5]; ко второй относятся методы, заключающиеся в фиксации изменений коэффици-
ента преломления (фазовой плотности) газовой смеси [6, 7].  

Оптическая гильберт-диагностика позволяет с высокой чувствительностью визуали-
зировать фазовые структуры исследуемых сред в пространстве, ограниченном зонди-
рующим световым полем [8]. Ранее в [9] были представлены результаты полихромати-
ческой гильберт-диагностики водородно-воздушного диффузионного пламени с ре-
конструкцией из полученной фазовой функции температурного поля и определением 
концентраций продуктов горения. Однако остаётся нерешённым вопрос автоматиче-
ского расчёта фазовых полей по данным гильберт-измерений.  

В [10] для оптимизации реконструкции фазовой функции при гильберт-диагностике 
на примере численных моделей было предложено применение итерационного алго-
ритма Гаусса-Ньютона [11, 12], который используется для нахождения минимума целе-
вой функции. В настоящей работе выполнена адаптация оптимизации Гаусса-Ньютона 
к решению обратной задачи гильберт-оптики с использованием экспериментальных 
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данных о температуре и основных соединениях ламинарного метано-воздушного пла-
мени Бунзена, описанных в [13].  

Задача оптимизации 
Математическая модель гильберт-визуализации фазовых возмущений в некотором 

сечении 𝑦 диагностируемого объекта (ось 𝑧 совпадает с направлением светового пучка) 
может быть задана соотношением [10]: 

𝐻[𝜓](𝑥∗, 𝑦) = {∫
cos[𝜓(𝑥, 𝑦)]

𝑥∗ − 𝑥

+∞

−∞

𝑑𝑥}

2

+ {∫
sin[𝜓(𝑥, 𝑦)]

𝑥∗ − 𝑥

+∞

−∞

𝑑𝑥}

2

. (1) 

Функция 𝜓(𝑥, 𝑦) в свою очередь зависит от геометрической длины пути и показателя 
преломления 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧):  

𝜓(𝑥, 𝑦) =
2𝜋

𝜆
∫ [𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝑛∞]𝑑𝑧,

𝑧2

𝑧1

 (2) 

где 𝜆 – длина волны, 𝑛∞ – показатель преломления среды, окружающей пламя, 𝑧1 и 𝑧2 
– начальная и конечная точки распространения светового луча в объекте. В случае осе-
вой симметрии выражение (2) можно представить через интеграл Абеля [9]: 

𝜓(𝑥, 𝑦) =
4𝜋

𝜆
∫ [𝑛(𝑟, 𝑦) − 𝑛∞]

𝑟

√𝑟2 − 𝑥2
𝑑𝑟

𝑅

𝑥

;  𝑟2 = 𝑥2 + 𝑧2; (3) 

𝑅 – радиус осесимметричного сечения пламени; 𝑛(𝑟, 𝑦) – зависимость показателя пре-
ломления от радиуса в пределах сечения. 

Связь показателя преломления и параметров горящей смеси определяется соотно-
шением: 

𝑛 − 1 =
𝑝

𝑝𝑛.𝑐.

𝑇𝑛.𝑐.

𝑇
∑𝐴𝑘 (1 +

𝐵𝑘

𝜆2
) 𝐶𝑘

𝑘

, (4) 

где 𝑝 – давление в пространственной структуре пламени; 𝑝𝑛.𝑐. – давление при нормаль-
ных условиях; 𝑇 – температура пламени; 𝑇𝑛.𝑐. – температура при нормальных условиях; 
𝐶𝑘 – мольная доля k-го компонента горящей смеси; 𝐴𝑘 и 𝐵𝑘 – дисперсионные коэффи-
циенты k-го компонента горящей смеси (справочные данные). Для нахождения пара-
метров исследуемого пламени 𝑇 и 𝐶𝑘 необходимо реконструировать фазовую функцию 
𝜓(𝑥, 𝑦) из гильбертограммы 𝐻[𝜓].  

Для автоматического выполнения данной операции авторами на примере числен-
ных моделей был предложен метод [10], основанный на итерационном алгоритме Гаус-
са-Ньютона, который заключается в подборе профиля фазы, заданного суммой кривых 
Безье третей степени [14], последующем вычислении гильбертограммы и сопоставле-
нии её с экспериментальными данными. Критерием достоверности реконструкции 
𝜓(𝑥, 𝑦) служит совпадение структур экспериментальной и модельной гильбертограмм.  

Если задать некоторое начальное приближение фазовой функции через совокуп-
ность участков, каждый из которых моделируется кривой Безье: 

𝜓𝑞
𝑚𝑜𝑑(𝑥, 𝑦): {

𝑥(𝑡, 𝑉𝑥
𝑞) = (1 − 𝑡)3𝑉𝑥,𝑜

𝑞 + 3(1 − 𝑡)2𝑡𝑉𝑥,1
𝑞 + 3(1 − 𝑡)𝑡2𝑉𝑥,2

𝑞 + 𝑡3𝑉𝑥,3
𝑞

𝑦(𝑡, 𝑉𝑦
𝑞) = (1 − 𝑡)3𝑉𝑦,𝑜

𝑞 + 3(1 − 𝑡)2𝑡𝑉𝑦,1
𝑞 + 3(1 − 𝑡)𝑡2𝑉𝑦,2

𝑞 + 𝑡3𝑉𝑦,3
𝑞 ; 

𝑡 ∈ [0,1]; 
где 𝑉𝑥

𝑞
 и 𝑉𝑦

𝑞
 – компоненты векторов опорных вершин кривой Безье с номером 

(𝑞 = 1,… , 𝑄), и рассчитать от него 𝐻𝑚𝑜𝑑[𝜓𝑚𝑜𝑑], задача оптимизации сводится к опреде-

лению 𝑉𝑥
𝑞

 и 𝑉𝑦
𝑞

, при которых достигается минимум целевой функции: 

𝑓(𝑉⃗ ) = ‖𝐹(𝑉⃗ )‖
2
= ∑[𝐻(𝑥𝑚) − 𝐻𝑚𝑜𝑑(𝑥𝑚) ]2

𝑀

𝑚=0

. 

Для нахождения 𝑉⃗  выполняются итерационные приближения: 

𝑉𝑑+1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑉𝑑

⃗⃗⃗⃗ − 𝛼[𝐽𝑇(𝑉𝑑
⃗⃗⃗⃗ )𝐽(𝑉𝑑

⃗⃗⃗⃗ )]
−1

𝐽𝑇(𝑉𝑑
⃗⃗⃗⃗ )𝐹(𝑉𝑑

⃗⃗⃗⃗ ), (5) 



где 𝛼 – коэффициент регулировки «шага» итерации, 𝐽 – матрица Якоби производных 

первого порядка функции 𝐹(𝑉⃗ ). В результате оптимизация заключается в задании век-

тора 𝑉0
⃗⃗  ⃗, определяющего начальное распределение 𝜓(𝑥, 𝑦), и дальнейшем применении 

алгоритма Гаусса-Ньютона (5) до тех пор, пока сумма квадратов расстояний между ко-
ординатами экспериментальной и оптимизируемой гильбертограммами не станет 
меньше заданного значения.  

3. Обработка экспериментальных данных 
Обратимся к рис. 1.а и 1.б, на которых представлено радиальное распределение тем-

пературы 𝑇 и мольных концентраций продуктов горения топлива 𝐶𝑁2
, 𝐶𝑂2

, 𝐶𝐻2
, 𝐶𝐻2𝑂, 

𝐶𝐶𝑂2
, 𝐶𝐶𝑂 и 𝐶𝐶𝐻4

 в некоторых сечениях 𝑦1 и 𝑦2 ламинарного метано-воздушного пламени 

Бунзена. Данные взяты из работы [13], в которой они были получены с использованием 
методов комбинационного рассеяния Рамана-Релея и лазерно-индуцированной флуо-
ресценции. 

 

  
(а) Сечение 𝑦1 (б) Сечение 𝑦2 

  
(в) Сечение 𝑦1 (г) Сечение 𝑦2 

Рис. 1. (а, б) Радиальное распределение температуры и мольных концентраций продук-
тов горения топлива; (в, г) радиальное распределение показателя преломления. 

 
Величина 𝐶𝐶𝐻4

 определена следующим образом: 

𝐶𝐶𝐻4
= 1 − 𝐶𝑁2

− 𝐶𝑂2
− 𝐶𝐻2

− 𝐶𝐻2𝑂 − 𝐶𝐶𝑂2
− 𝐶𝐶𝑂 . 

Используя полученные данные, с применением (4) при 𝜆 = 532 нм и 𝑝 = 𝑝𝑛.𝑐. выпол-
ним расчёт показателя преломления в рассматриваемых сечениях пламени (рис. 1.в и 
1.г). Далее по формулам (3) и (1) найдём фазовую функцию 𝜓 и соответствующую гиль-
бертограмму 𝐻[𝜓] (рис. 2). 

 



  
(а) Сечение 𝑦1 (б) Сечение 𝑦2 

  
(в) Сечение 𝑦1 (г) Сечение 𝑦2 

Рис. 2. Эталонные данные: (а, б) фазовая функция; (в, г) гильбертограмма. 
 
В экспериментальных измерениях обратная задача гильберт-диагностики заключа-

ется в реконструкции 𝜓 из зарегистрированной гильбертограммы 𝐻[𝜓]. Гильберт-
преобразование позволяет визуализировать экстремумы и градиенты фазовой оптиче-
ской плотности исследуемой среды, которые трансформируются в структуры гильберт-
полос, причём в области экстремумов образуются «широкие» полосы [8]. Используем 
эту информацию для задания некоторого начального приближения 𝜓𝑚𝑜𝑑  и 𝐻𝑚𝑜𝑑[𝜓𝑚𝑜𝑑], 
которое необходимо оптимизировать к «эталонным» величинам (рис. 3). Так как пла-
мя является осесимметричным, для первого сечения 𝑦1 потребовалось использовать 
три кривые Безье и отобразить их копии относительно центральной оси, для второго 
сечения 𝑦2 – 5 кривых. 

 

  
(а) Сечение 𝑦1 (б) Сечение 𝑦2 

  
(в) Сечение 𝑦1 (г) Сечение 𝑦2 

Рис. 3. Начальное приближение: (а, б) фазовая функция, представленная суммой кри-
вых Безье (с указанными опорными вершинами); (в, г) гильбертограмма. 



Зафиксируем известные координаты опорных вершин полиномов: значение фазы 
на краях исследуемой области и местоположение экстремумов функции. Результат 
применения алгоритма оптимизации Гаусса-Ньютона (5) представлен на рис. 4. 

 

  
(а) Сечение 𝑦1 (б) Сечение 𝑦2 

  
(в) Сечение 𝑦1 (г) Сечение 𝑦2 

Рис. 4. Результат оптимизации: (а, б) фазовая функция; (в, г) гильбертограмма. 
 
Из реконструированного профиля фазовой функции выполним расчёт показателя 

преломления (рис. 5) и сравним результат с исходными данными, изображёнными на 
рис. 1.в и 1.г.  

 

  
Сечение 𝑦1 Сечение 𝑦2 

Рис. 5. Сравнение исходного распределения показателя преломления (рис. 1.в и 1.г) в 
сечениях пламени 𝑦1 и 𝑦2 с реконструированным в результате решения обратной зада-

чи гильберт-оптики. 

Обсуждение результатов 
Алгоритм оптимизации Гаусса-Ньютона через 52 итерации в сечении 𝑦1 и 31 итера-

цию в сечении 𝑦2 позволил приблизить оптимизируемые данные 𝐻𝑚𝑜𝑑 к эталонным 
значениям 𝐻 со среднеквадратической погрешностью 

𝜎𝑦1
= √∑ (𝐻𝑚,𝑦1

− 𝐻𝑚,𝑦1

𝑚𝑜𝑑)
2𝑀

𝑚=0

𝑀
= 0,12; 𝜎𝑦2

= √∑ (𝐻𝑚,𝑦2
− 𝐻𝑚,𝑦2

𝑚𝑜𝑑)
2𝑀

𝑚=0

𝑀
= 0,11; 

при этом максимальное отклонение реконструированной фазовой функции от эталон-
ной оказалось локализованным в центральной части сечений и составило 

𝛿𝜓,𝑦1
= max

𝑚=0,…,𝑀
|𝜓𝑚,𝑦1

− 𝜓𝑚,𝑦1
𝑚𝑜𝑑| = 0,88; 𝛿𝜓,𝑦2

= max
𝑚=0,…,𝑀

|𝜓𝑚,𝑦2
− 𝜓𝑚,𝑦2

𝑚𝑜𝑑| = 0,37; 



что также наблюдается и в результирующем распределении показателя преломления: 

𝛿𝑛,𝑦1
= max

𝑚=0,…,𝑀
|𝑛𝑚,𝑦1

− 𝑛𝑚,𝑦1
𝑚𝑜𝑑 | ≈ 2,5 ∙ 10−6; 

𝛿𝑛,𝑦2
= max

𝑚=0,…,𝑀
|𝑛𝑚,𝑦2

− 𝑛𝑚,𝑦2
𝑚𝑜𝑑 | ≈ 1,1 ∙ 10−5. 

Как видно на рис. 5, в восстановленных данных присутствуют небольшие «выбро-
сы», которые отображают недостаточно гладкое соединение участков, моделируемых 
кривыми Безье. Поэтому в дальнейшем будет решаться вопрос более точного и плавно-
го соединения полиномов при задании начального приближения и работе алгоритма 
оптимизации. Кроме того, необходим анализ возможности повышения точности ре-
конструкции в центральной части исследуемых сечений, что связано со свойством пре-
образования Гильберта. Для этого может потребоваться введение дополнительной 
априорной информации, позволяющей с использованием алгоритма Гаусса-Ньютона 
точнее находить минимум целевой функции.  

Выводы и заключение 
В работе на примере данных о температуре и основных молярных концентрациях 

продуктов горения метано-воздушного пламени Бунзена апробирован метод автомати-
ческого восстановления фазовых структур по данным гильберт-диагностики с приме-
нением алгоритма оптимизации Гаусса-Ньютона. В осесимметричных сечениях иссле-
дуемого пламени выполнен итерационный подбор профиля фазовой функции, адапти-
рованного суммой кривых Безье третей степени, с последующим вычислением про-
странственной структуры показателя преломления. Установлено, что критерием досто-
верности реконструкции фазы является совпадение структур эталонной и модельной 
гильбертограмм. Предметом дальнейших исследований будет проблема повышения 
точности оптимизации, а также расширение сферы приложений получаемых результа-
тов к обработке экспериментальных данных. 
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Abstract 
The possibility of using the Gauss-Newton optimization algorithm in Hilbert diagnostics of 

reacting media (flames) is considered in the paper using the example of data on the tempera-
ture and main compounds of a laminar methane-air Bunsen flame. The method of recon-
structing phase optical density fields is used to solve the inverse problem of Hilbert optics (it 
was previously proposed and tested on numerical models): the hilbertogram is calculated in 
the considered flame axisymmetric section, from which the initial values of the phase func-
tion and the medium refractive index are reconstructed. The applications scope expansion of 
the obtained results in the experimental data processing will be the work development.  

  
Keywords: Hilbert optics, Gauss-Newton algorithm, optimization, Bunsen flame, flame 

diagnostics.  
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