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Аннотация 
В работе рассмотрен подход к визуализации геометрических объектов на основе то-

чечных уравнений их формирования. Точечные уравнения, которые представляются в 
символьном виде, сводятся к системе параметрических уравнений посредством поко-
ординатного расчёта. Количество уравнений такой системы напрямую зависит от раз-
мерности пространства, в котором рассматривается геометрический объект. Основная 
идея заключается в том, что одна часть уравнений этой системы используется для про-
странственной визуализации объекта, а другая часть – для цветовой визуализации. Та-
ким образом, совместное использование пространственной и цветовой визуализации 
позволяет уменьшить размерность пространства, задействованную на пространствен-
ную визуализацию, и появляется возможность визуализации дополнительных свойств 
геометрического объекта. Отличительной особенностью предложенного подхода явля-
ется использование непрерывного нелинейного цветового кодирования информации с 
помощью некоторой непрерывной функции для расширения возможностей визуали-
зации геометрических объектов многомерного пространства. В работе приводится 6 
примеров практического использования предложенного подхода для визуализации 
однопараметрических и двухпараметрических геометрических объектов. При этом ис-
следованы возможности визуализации однопараметрических объектов на примере дуг 
алгебраических кривых, принадлежащих пространствам различных размерностей, и 
двухпараметрических – на примере визуализации участка топографической поверхно-
сти. Перспективой дальнейших исследований является обобщение предложенного 
подхода для визуализации трёхпараметрических геометрических объектов и тел, а 
также реконструкция пространственных геометрических объектов на основе цветных 
изображений. 
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1. Введение  
Основную часть информации об окружающем мире человек получает через зрение. 

В процессе зрительного восприятия какого-либо объекта исследователи, прежде всего, 
обращают внимание на его форму и цвет. На подобном свойстве восприятия человеком 
информации построено большинство систем автоматизированного проектирования и 
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дизайна. Такой подход позволяет передать не только информацию о форме исследуе-
мого (или проектируемого) объекта, но и дополнительные его свойства в виде цветово-
го сопровождения, отражающего изменение физических, механических, архитектур-
ных и других свойств объекта. Однако такая цветопередача информации представляет 
собой либо дискретный набор окрашенных зон (например, в системах автоматизиро-
ванного проектирования конечно-элементного анализа [1-2]), либо линейную зависи-
мость (например, в геоинформационных системах с использованием градиента [3] или 
без него [4]). 

В данной работе предлагается использовать для расширения возможностей визуа-
лизации многомерного пространства непрерывное нелинейное цветовое кодирование 
информации, при котором изменение цвета представляет собой некоторую непрерыв-
ную функцию. Для этого необходимо, чтобы аналитическое описание исследуемого 
многофакторного процесса (или явления) было представлено в параметрической фор-
ме, при которой каждой отдельной оси глобальной системы координат соответствует 
всего одна конкретная характеристика моделируемого геометрического объекта. По-
добный подход используется для визуализации многомерных геометрических объектов 
путём их проецирования на плоскости проекций [5]. Только в данном случае проеци-
рование происходит не на плоскости, а на оси проекций. 

БН-исчисление (точечное исчисление Балюбы-Найдыша [6-8]) было разработано в 
90-е года ХХ века коллективом учёных Мелитопольской школы прикладной геомет-
рии. По происхождению БН-исчисление является синтезом векторного, тензорного и 
барицентрического исчислений, из которых оно на стадии формирования заимствова-
ло идеи и методы определения геометрических объектов, и их аналитическое описание 
[6]. Изначально БН-исчисление создавалось как специальный математический аппа-
рат для инженерных расчётов, связанных с моделированием кривых и поверхностей 
любой формы по наперёд заданным требованиям и в нужной параметризации. Однако, 
в процессе его развития, кроме формообразования геометрических объектов, оно 
нашло широкое применение в области моделирования и оптимизации многофактор-
ных процессов и явлений с помощью многомерной интерполяции и аппроксимации в 
геометрической их интерпретации [9-11]. 

Базовым элементом БН-исчисления является точка и все геометрические объекты 
определяются как организованное множество точек, для аналитического описания ко-
торых используются инвариантные свойства параметра относительно параллельного 
проецирования. Исходя из этого БН-исчисление в аффинном пространстве можно счи-
тать частным случаем вурф-исчисления в проективном пространстве, предложенного 
Х. Штаудтом. 

Основная отличительная особенность БН-исчисления состоит в том, что отдельно 
определяется каждая проекция искомого геометрического объекта на оси глобальной 
декартовой системы координат. А сам геометрический объект является результатом 
совместного взаимодействия всех проекций. Таким образом, используя цветовое со-
провождение, появляется возможность наряду с геометрической формой передать не-
которые дополнительные свойства, соответствующие одной из осей глобальной систе-
мы координат. 

Следует отметить, что выделение одного из параметров с помощью цветового коди-
рования является достаточно распространенным приемом при построении визуально-
го представления, который является эффективным инструментом научной визуализа-
ции для систематизации, моделирования и анализа многомерных данных [12-13]. 

2. Покоординатный расчёт геометрических объектов в 
БН-исчислении 

Точечные уравнения по своей сути представляют специфическую символьную за-
пись, которая включает совокупность точек симплекса и некоторых функций от теку-



щих и фиксированных параметров. Для практического использования точечных урав-
нений необходимо определить исходные точки в некоторой системе координат. Такая 
процедура в БН-исчислении получила название покоординатного расчёта, результатом 
которого является система однотипных параметрических уравнений. При этом каждое 
из параметрических уравнений геометрически представляет собой проекцию искомого 
геометрического объекта на одну из осей глобальной системы координат. Покоорди-
натный расчёт является одним из ключевых элементов теории БН-исчисления и его 
сущность легче всего рассмотреть на простом примере. 

Пусть заданы две точки: ),,,( AAA zyxA , ),,,( BBB zyxB . Уравнение прямой AB  имеет 

вид: 
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. Легко заметить замечательную особенность этой 

формулы – идентичность выражений между знаками равенства независимо от размер-
ности пространства. Если постоянное отношение разности координат точек принять в 
качестве параметра t : 
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а затем ввести удобную символьную запись этой системы покоординатных выражений: 
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, то получим компактную запись уравнения прямой в точечной форме. Обра-

тим внимание, что система покоординатных уравнений позволяет производить алгеб-
раические операции в точечной форме: 
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При этом все арифметические операции выполняются с точками как с обычными 
числами. 

Последнее точечное уравнение определяет точку A  при значении 0t , точку B  – 
при 1t , отрезок AB  – при 10  t . Делаем вывод, что точечное уравнение отрезка 
обеспечивается специальным подбором параметра. Получение искомых точек с помо-
щью точечных уравнений – определяет математический аппарат БН-исчисления. При 
этом параметр должен обеспечивать идентичность математических операций с точка-
ми, т.е. с их координатами. Поскольку графическое изображение точки в декартовой 
системе координат основано на параллельном проецировании, то параметром t  дол-
жен быть инвариант такого проецирования – простое отношение трех точек прямой. 

Например, переходя от точечного уравнения прямой к системе параметрических 
уравнений, для трёхмерного пространства получим: 

















.)(

;)(

;)(

)(

AABM

AABM

AABM

ztzzz

ytyyy

xtxxx

AtABM  

При этом количество параметрических уравнений напрямую зависит от размерно-
сти пространства, в котором располагается искомый геометрический объект. 

Аналогичным образом, заменяя точки на соответствующие им координаты, осу-
ществляется переход от символьных точечных уравнений к системе параметрических 
уравнений. 

Использование системы параметрических уравнений для визуализации геометриче-
ских объектов является более предпочтительным, поскольку позволяет не только одно-
значно определить тип геометрического объекта по параметризированному признаку, 
но и эффективно использовать разделенные уравнения, соответствующие проекциям 
на оси глобальной системы координат, для кодирования различных свойств моделиру-
емого объекта. 



3. Особенности визуализации плоских линий 
При геометрическом моделировании многофакторных процессов и явлений [9-11] 

кривая линия, как однопараметрическое множество, служит для аналитического опи-
сания однофакторных процессов и явлений. Следует отметить, что прямая линия явля-
ется частным случаем кривой линии с нулевой кривизной. При этом для визуального 
представления прямой линии достаточно иметь одномерное пространство как раз этой 
линией и образованное, и ограниченное некоторым отрезком. Для графической визуа-
лизации кривой линии необходимо использование как минимум двухмерного про-
странства – плоскости, в случае плоской кривой (визуализация пространственных кри-
вых рассмотрена ниже). Однако если использовать цветовое кодирование кривой ли-
нии, то можно ограничиться одномерным пространством. Тогда задача сводится к 
представлению прямой линии, на которой с изменением кривизны меняется её цвет. 
Самый простой способ организации такой визуализации – это использование раздель-
ных проекций плоской кривой линии на оси плоской декартовой системы координат, 
аналитическим отражением которых является система параметрических уравнений. 

Рассмотрим пример визуализации плоской параболы, проходящей через 3 наперёд 
заданные точки [14]. Точечное уравнение параболы имеет следующий вид: 

   ,12421 321  ttMtMtttMM  

где M  ‒ текущая точка дуги параболы; 

iM  ‒ точки, через которые проходит дуга параболы; 

t  − текущий параметр, который изменяется от 0 до 1; 

tt 1  ‒ дополнение параметра до 1. 
Переходя от точечного уравнения к параметрическим, получим: 
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Визуализация такой кривой в плоскости будет иметь следующий вид (рис. 1). 
 

 
Рис. 1. Визуализация плоской параболы 

 

Далее построим отрезок прямой 31MM , у которого цвет будет изменяться в зависи-

мости от положения текущей точки. Т.е. движение текущей точки будет определяться 

уравнением  tfxM  , а цвет отрезка для каждого положения текущей точки −   

 tyM  . В результате получим следующую визуализацию дуги параболы (рис. 2), для 

которой восстановить значения функции  tyM   можно с помощью прилагаемой 

цветовой легенды в виде спектрограммы. 
 



 
Рис. 2. Визуализация параболы, у которой изменение  

координаты y  закодировано цветом 

Следует отметить, что полученный цветной отрезок прямой представляет собой про-
екцию дуги параболы, максимум которой достигается при значении 5,0y , что соот-

ветствует фиолетовому цвету. При этом на рис. 2 наглядно видно, как кривая сначала 
возрастает до точки максимума, а затем убывает. 

Таким образом, использование цветового кодирования позволило в процессе визуа-
лизации уменьшить размерность пространства геометрического объекта на единицу. 

4. Особенности визуализации пространственных ли-
ний 

Моделирование пространственных линий, имеющих больше степеней свободы по 
сравнению с плоскими, имеет свои отличительные особенности. Под термином «про-
странственная кривая» обычно понимается линия двоякой кривизны, точки которой 
не лежат в одной плоскости. Это определение в некотором смысле является противоре-
чивым и справедливо исключительно для 3-мерного пространства. Например, для 
кривой 4-го порядка, принадлежащей в общем случае 4 мерному пространству, точки 
также не будут лежать в одной плоскости, более того они не будут лежать в одном 3-
мерном пространстве. Это же справедливо и для алгебраических кривых n  го поряд-
ка. Однако, визуализировать в полной мере форму пространственных кривых можно 
лишь представив пространство размерности n , что является крайне сложной задачей. 
Поэтому для уменьшения размерности пространства используется метод проецирова-
ния, чаще всего ортогонального. Таким образом, любую пространственную кривую 
можно представить в виде совокупности проекций на плоскости проекций глобальной 
системы координат, что не совсем удобно для аналитических вычислений, для которых 
предпочтительным является проецирование не на плоскости проекций, а на оси гло-
бальной системы координат. 

Рассматривая алгебраические кривые n  го порядка, следует также учитывать, что 
они представляют собой совокупность 1n  множеств, существующих в пространствах 
различных размерностей. Например, кривую 3-го порядка можно представить в виде 
двух множеств [15]: плоская кривая (кубика) и пространственная кривая (принадле-
жащая 3-мерному пространству). 

Сейчас визуализация пространственных линий осуществляется средствами компью-
терной графики в основном путём аппроксимации. Например, в работе [16] приводится 
пример возможностей программы визуального моделирования 3dMAX, позволяющий 
визуализировать пространственную кривую, пропуская вдоль неё сечения в форме 
окружности. 



Более качественные результаты визуализации можно получить, используя цветовое 
кодирование одной из координат системы параметрических уравнений пространствен-
ной кривой. При этом для визуализации пространственных кривых используются си-
стемы компьютерной математики. Такой подход позволяет увеличить размерность 
пространства для визуализации алгебраических кривых более высоких порядков. 

Рассмотрим пример визуализации пространственной кривой Безье 3-го порядка в 
виде плоской проекции на горизонтальную плоскость проекций, которая определяется 
следующим точечным уравнением: 
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где M  ‒ текущая точка дуги кривой Безье 3-го порядка; 

iA  ‒ точки, определяющие положение касательных 
21AA  и 43AA  дуги кривой Безье 3-

го порядка. 
Выполнив покоординатный расчёт точечного уравнения дуги кривой Безье 3-го по-

рядка в 3-мерном пространстве, получим: 
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Рис. 3. Визуализация дуги кривой 3-го порядка в 3-мерном пространстве 

 
На рис. 3 пространственная дуга кривой 3-го порядка показана с различных ракур-

сов. Такая необходимость возникает, поскольку по статическому изображению с одного 
ракурса не очевидно, что дуга кривой является линией двоякой кривизны, а не плоской 
линией. 

Используем сочетание функциональных зависимостей координат x  и y  текущей 

точки M  для определения положения горизонтальной проекции пространственной 
кривой, а высотную отметку (координата z  точки M ) зададим изменением цветовой 
палитры. Результаты визуализации пространственной кривой Безье 3-го порядка пред-
ставлены на рис. 4. 

 



 
Рис. 4. Визуализация пространственной кривой двоякой кривизны на плоскости 

 
Цветовое кодирование можно также использовать для усиления эффекта, чтобы 

подчеркнуть некоторые свойства моделируемого объекта. Например, на рис. 5 пред-
ставлена визуализация пространственной кривой, для которой значения высотных от-
меток дублируют изменение цвета дуги кривой по ходу движения текущей точки. 

 

 
Рис. 5. Визуализация кривой двоякой кривизны в 3-мерном пространстве 

 
Предложенный подход к визуализации пространственных линий можно обобщить и 

использовать для визуализации пространственных кривых, принадлежащих 4-
мерному пространству. Из алгебраических кривых необходимыми свойствами облада-
ют кривые, начиная с 4-го порядка. 

Рассмотрим пример визуализации дуги кривой 4-го порядка, проходящей через 5 
наперёд заданных точек [17] в 4-мерном пространстве: 
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Система параметрических уравнений дуги кривой 4-го порядка в 4-мерном про-
странстве будет иметь следующий вид: 
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В соответствии с предложенным методом визуализации, используем первые три 
уравнения из системы параметрических уравнений для определения положения теку-
щей точки в 3-мерном пространстве, а четвёртое уравнение представим с помощью из-
менения значений цветовой палитры. В результате получим визуализацию одной из 
проекций пространственной дуги кривой 4-го порядка, принадлежащей 4-мерному 
пространству (рис. 6). 

 

 
Рис. 6. Визуализация проекции пространственной дуги кривой 4-го порядка на 3-

мерное пространство 
 
Конечно, не все пространственные линии удобно визуализировать подобным обра-

зом. Например, визуализация винтовой цилиндрической линии будет невозможна, по-
скольку проекции текущей точки кривой будут накладываться друг на друга. Во многих 
же случаях предложенный метод визуализации может служить эффективным инстру-
ментом для получения новых знаний о геометрических свойствах объектов 4-мерного 
пространства. 

5. Особенности визуализации отсеков поверхности 
Визуализация поверхности сама по себе задача нетривиальная, поскольку требует 

размещения трёхмерного изображения в плоскости экрана. Здесь используются аксо-
нометрические и перспективные проекции, дискретизация, изменение цвета и другие 
технологии визуализации. При этом сама поверхность может представляться совокуп-
ностью дискретных точек, линий, треугольников, прямоугольников и других элемен-
тов. Отдельной разновидность визуализации, в том числе и поверхностей, являются 
номограммы, которые нашли широкое применение в инженерной практике и пред-



ставляют собой дискретный набор линий, обладающих определёнными свойствами, 
которые обычно соответствуют фиксированным значениям одного из исследуемых 
факторов. При этом нередко используются нелинейные сетки (например, логарифми-
ческие). 

Одним из способов визуализации таких номограмм может быть использование ко-
дирования цветом одной из координат, что также позволяет уменьшить размерность 
пространства для анализа полученных результатов. 

В качестве примера рассмотрим визуализацию двухфакторного процесса зависимо-
сти теплоты Q , полученной от котлоагрегата, от температурного напора теплоносителя 

t  и диаметра конвективных труб d  (рис. 7). 
 

 
Рис. 7. Визуализация двухфакторного процесса в виде номограммы 

 
Другим, более эффективным способом визуализации отсека поверхности с исполь-

зованием цветового кодирования является использование не дискретных линий, пока-
занных на номограмме, а непрерывного цветового поля значений (рис. 8). 

 

 
Рис. 8. Визуализация участка топографической поверхности с помощью цветового 

кодирования изменения координаты z  
 
На рис. 8 приводится пример визуализации участка топографической поверхности, 

геометрическая модель которого представлена в [18], с помощью цветового кодирова-
ния изменения высотных отметок, соответствующих изменению координаты z . 



Подобный способ визуализации широко распространен в двумерных задачах вычис-
лительной физики для представления изучаемой величины, как функции от двух про-
странственных переменных. Например, в работах [19-20]. 

6. Заключение 
В работе предложен подход, позволяющий осуществить визуализацию геометриче-

ских объектов на основе точечных уравнений их формирования. Такой подход позво-
ляет при визуализации уменьшить размерность пространства, что, в перспективе, даёт 
возможность визуального представления большего количества свойств, характеризу-
ющих проектируемый или исследуемый объект. Приведенные примеры подтверждают 
возможность использования предложенного подхода в инженерной и научной практи-
ке для визуализации  

Конечно, как и любой аппарат проецирования, цветовое кодирование изменения ко-
ординат обладает своими недостатками. Основным из которых является сложность 
представления геометрического объекта в пространстве, что требует от пользователя 
расширенного навыка пространственного мышления. Тем не менее, его можно эффек-
тивно использовать как один из альтернативных инструментов инженерной и научной 
визуализации, обладающего своими преимуществами. 

Перспективой дальнейших исследований является визуализация с помощью точеч-
ных уравнений геометрических тел и гиперповерхностей, как многопараметрического 
множества точек, принадлежащих многомерному пространству. 
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Abstract 
The article discusses an approach to imaging of geometric objects based on point equations 

of their formation. Spot equations that are represented in symbolic form, are reduced to a 
system of parametric equations using coordinate-wise calculation. The number of equations 
of the system depends on the dimension of the space in which geometric object is considered. 
The basic idea is that one part of this system of equations is used for spatial imaging of the 
object, and the other part - for color imaging. Thus, the combined use of spatial and color im-
aging allows to reduce the dimension of the space, involved in spatial visualization, and it be-
comes possible to visualize the additional properties of the geometric object. A distinctive fea-
ture of the proposed approach is the use of a continuous non-linear color encoding infor-
mation by using a continuous function to expand the imaging capabilities of geometric multi-
dimensional space objects. The work provides 6 examples of the practical use of the proposed 
approach for the visualization of one-parameter and two-parameter geometric objects. At the 
same time, the possibilities of visualizing one-parameter objects by the example of arcs of al-
gebraic curves belonging to spaces of different dimensions and two-parameter ones by the 
example of visualizing a portion of a topographic surface are investigated. The prospect of 
further research is to summarize the proposed approach for visualizing three-parameter ge-
ometric objects and bodies, as well as the reconstruction of three-dimensional geometric ob-
jects based on color images. 

  
Keywords: BN-calculus, geometric object, coordinate-wise calculation, visualization, 

non-linear color coding. 
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