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Аннотация 

В работе предлагается способ построения прямолинейного скелета для сложных 
замкнутых контуров, описанных с помощью математического аппарата R-функций. 
Применяется a-система для R-функционального описания контура и демонстрируются 
результаты построения функции при различных значениях коэффициента a. Показан 
переход от организации отдельно стоящих экстремальных точек R-функциональной 
поверхности к организации линейной структуры скелета нулевого контура. Рассматри-
вается принцип построения М-образов на основе метода функционально-воксельного 
моделирования (ФВМ). Основой метода ФВМ является принцип организации символь-
но-графической информации, сочетающей аналитическую форму описания многомер-
ной модели с воксельным представлением ее локальных геометрических характери-
стик. Подобран класс М-образов, позволяющий автоматизировать процесс определе-
ния точек и линий, составляющих структуру скелета на основе определения границ 
цветового перехода. Такой подход базируется на предварительной подготовке графиче-
ской информации в виде функционально-воксельной модели и позволяет значительно 
упростить вычислительный процесс поиска решения. Проводится сравнительный ана-
лиз классического способа построения прямолинейного скелета с предложенным ком-
пьютерно-графическим подходом. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Рассматриваемый в статье подход для 

построения прямолинейного скелета 
является продолжением целого цикла 
исследований, проводимых проф. Толо-
ком А.В. Он посвящен применению ме-
тода функционально-воксельного моде-
лирования (ФВМ) [10] в решении при-
кладных задач. При этом, рассмотрению 
подлежат такие задачи как поиск пути с 
препятствиями [1], задачи математиче-

ского моделирования [2], задачи на вы-
числение интегральных значений объ-
ектов сложной геометрии [3], решение 
задач математического программирова-
ния [4] и т.п. Основой метода ФВМ яв-
ляется принцип организации символь-
но-графической информации, сочетаю-
щей аналитическую форму описания 
многомерной модели с воксельным 
представлением ее локальных геомет-
рических характеристик. Такой подход 
позволяет получать для исследования 
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дифференциальные и интегральные ха-
рактеристики в точках функциональной 
многомерной области в компьютерном 
представлении.  

Метод анализа формы плоского объ-
екта на основе построения его геомет-
рического скелета широко применяется 
в обработке изображений, распознава-
нии образов, геометрическом модели-
ровании и визуализации [5]. Геометри-
ческий скелет фигуры связан с такими 
понятиями как срединная ось и прямо-
линейный скелет. Срединная ось была 
предложена в работе Гарри Блюма (Har-
ry Blum) [6], как способ эффективного 
описания геометрической структуры 
объекта. Построение срединных осей 
сводится к представлению множества 
внутренних точек фигуры, каждая из 
которых имеет, по меньшей мере, две 
ближайшие граничные точки (рис.1а). 
Каждая точка срединной оси фигуры 
является центром вписанного в фигуру 
круга, т.е. круга, все внутренние точки 
которого лежат внутри фигуры. 

Понятие прямолинейного скелета 
было предложено в работах Освина Ай-
хгольцера (Oswin Aichholzer) и Франца 
Ауренхаммера (Franz Aurenhammer) 
[8,9], построение которого происходит в 
результате параллельного движения 
всех ребер с постоянной скоростью 
(рис.1б).  

Использование                 
м-образов 

Предложенный в работе способ опре-
деления прямолинейного скелета, бази-
руется на использование так называе-
мых М-образов, являющихся основным 
инструментом ФВМ. Сам по себе М-
образ представляет собой модель, отра-
жающую локальную геометрическую 
характеристику исследуемой поверхно-
сти как определенное геометрическое 
свойство.  

В работе [10] подробно описан прин-
цип вычисления локальных геометри-
ческих характеристик рельефа. Для это-
го линейно аппроксимируется поверх-
ность выбранной функции w1, где каж-
дой точке пространства сцены соответ-

ствует уравнение плоскости 
Aix+Biy+Ciw+Di=0. Повысив размер-
ность нормали к площадке на одно из-
мерение, получим уравнение 
Aix+Biy+Ciw+Dit=0. В результате имеем 
четыре локальных геометрических ха-
рактеристики, т.е. компоненты нормали 
(Ai, Bi, Ci, Di) для каждой из точек функ-
циональной области w1 [10]. 

 

  

а) Срединная ось б) Прямолинейный 
скелет 

Рисунок 1: Геометрические скелеты не-
выпуклого контура [7] 

 

  
Рисунок 2: Порожденные М-образы 
 
Графическое представление ФВ-

модели предполагает монохромное 
отображение для каждой точки функ-
ционального пространства её локальной 
характеристики, которую можно пред-
ставить нормированием и приведением 
в соответствие значению градации цве-
товой палитры P.  

Рассмотрим возможность порожде-
ния образа Сх как результат двухкомпо-
нентного нормирования вектора норма-
ли в плоскости xOy: 
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где P – градация интенсивности тона 
палитры цвета, А и В – коэффициенты 
касательной плоскости в точке поверх-
ности.  

На М-образах рисунка 2 визуально 
прослеживается экстремум функции в 



центральной точке преломления света. 
Данные образы несут дополнительную 
специфическую информацию и позво-
ляют решать определенный нами класс 
задач. 

Способ аналитического 
описания контура 

Для аналитического построения за-
мкнутого контура сложной формы в ме-
тоде ФВМ используется математический 
аппарат R-функционального моделиро-
вания (RFM). Фундаментальные основы 
этого направления были заложены В.Л 
Рвачевым в трудах [11], в которых R-
функции были выделены в отдельный 
класс теоретико-множественных опера-
ций над функциями-предикатами.  Тео-
рия R-функций позволила решать об-
ратную задачу аналитической геомет-
рии: построение уравнения для задан-
ного геометрического объекта[12]. Это 
открывает возможность создавать 
сложные геометрические объекты ана-
литического описания, с сохранением 
главного условия: ноль на границе, по-
ложительные значения внутри границ 
объекта, а отрицательные снаружи [11]. 

Применение RFM позволяет строить 
и комбинировать сложные функцио-
нально-воксельные геометрические мо-
дели [13]. Наибольшее распространение 
в аналитическом моделировании полу-
чила α -система R-функций, состоящая 
из трех уравнений: 
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где f1 и f2 – функции-предикаты, в 

нашем случае определяющие исходные 
геометрические объекты. При этом сто-
ит отметить, что в  α -системе особое ме-
сто занимает коэффициент α, принима-
ющий значения -1<α  1  и влияющий на 
способ формирования функционального 

пространства. При  α=0 α -система при-
обретает частный случай, при этом по-
ведение формируемого рельефа функ-
ции отвечает квадратичному закону 
(рис. 3). 

 

 
Рисунок 3: Функциональное про-

странство при α=0 
 
На рисунке 3 приведён пример опи-

сания контура по заданным точкам ме-
тодом, предложенным в работах В.Л. 
Рвачёва [11]  и доработанного Локтевым 
М.А. в работе [13] применительно к ав-
томатизированному подходу для реше-
ния такой задачи. 

На первом шаге аналитического 
представления фигуры необходимо вы-
делить сегменты выпуклого контура 
(рис. 3.2а). В результате пересечения 
полуплоскостей, полученных на основе 
нормального уравнения прямой, прохо-
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ласть сегментов выпуклого контура 1
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Остальные отрезки образуют три 

подконтура (рис. 4б), каждый из кото-
рых будет описывать свою функцио-

нальную область 2
 , 3

  и 4
 : 

,
432

  ,
873

     
.

1312114
                                 (4) 

 



 
а) 

 

 
б) 

 
Рисунок 4: Функциональные подоб-

ласти выпуклых сегментов (а) и внут-
ренних подконтуров (б), формирующие 
невыпуклый контур. 

 

Конечное аналитическое выражение 
контура может быть представлено как 
пересечение выпуклой области (3) с от-
рицательными областями внутренних 
подконтуров: 

4321
      (5) 

Применяя правила алгебры логики, 
из уравнения (2) следует что отрицание 
функциональной области приводит к 
смене операции пересечения на объеди-
нения, таким образом уравнения из (4) 
могут быть представлены в следующем 
виде: 
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Подставляя получившиеся значения 
из (6), в общее аналитическое выраже-
ние контура (5), получаем описание 
функциональной области   (рис.), вы-
раженное через чередование теоретико-
множественных операций объединения 
и пересечения:  
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Для полученного контура применя-
ются правила построения М-образов, 
заполняя их функциональной инфор-
мацией на основе квадратичного закона 
для системы (2) при α=0. 

 

 
а) 
 

 
б) 

Рисунок 5: Представление функции 
замкнутого контура, описанного анали-
тически: а) графическое, б) М-образ Сх 

 
В результате формируется М-образ 

(Рис. 5б), отражающий поведение рель-
ефа функции с единственным экстре-
мумом в виде точки контрастного пере-
хода цвета. 

Способ компьютерно-
графического определе-
ния точек скелета 

Способ формирования линейного 
скелета на основе R-функционального 
описания контура уже был предложен в 

работах [14-15]. Авторы представляют 
способ получения R-функции для за-
мкнутого не выпуклого контура, с по-
мощью набора полупространств, выра-
женных в неявном виде. Для получения 
линейного скелета выделяются ребра, 
определяющие пересечение полупро-
странств, определяемых границами 
контура.  Полученные ребра проециру-
ются на плоскость многоугольника, т.е. 
по сути, определяются не дифференци-
руемые точки R-функции. Полученная 
при этом поверхность не имеет четко 
выраженных хребтов и лощин, поэтому 
в работах [14-15] применяется конечно-
разностная аппроксимация Лапласа для 
выделения ребер скелета. 

  
а) б) 

Рисунок 6: Построение прямолинейного 
скелета[16] 

 
Очевидно, что визуализация функци-

онально-воксельного пространства на 
рисунке 5 определяет зрительно един-
ственную не дифференцируемую точку, 
а рельеф показанного М-образа не спо-
собен выделить геометрическую кон-
струкцию скелета. Для решения постав-
ленной задачи достаточно увеличить 
коэффициент α для управления релье-
фом поверхности и изображением М-
образа, причем визуальные рельефные 
изменения поверхности наблюдаются 
только при значительном увеличении α 
(α>0.5).  На рисунке 6 демонстрируется 
наглядное изменение рельефа функци-
онально-воксельного пространства на 
М-образе при различных значениях α. 

 



 
 

 
 

 
 

 
 

Рисунок 7: Изменение функциональ-
но-воксельного пространства при раз-

личных значениях коэффициента α 
 
Увеличение коэффициента приводит 

к появлению новых не дифференцируе-
мых точек на положительной области, а 
на самом рельефе начинают проявлять-
ся очертания прямолинейного скелета 
(рис.7). Наибольший интерес представ-
ляет М-образ при α=1 (Рис.8а), рельеф 
которого формирует очевидные цвето-
вые переходы в местах предполагаемого 
скелета. Система R-функций в таком 
случае приобретает другой частный 
случай и преобразует систему (2) к ли-
нейному виду (8): 
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Вычисление скелета для компьютера 

заключается в распознавании разности 
значений палитры в соседних точках и 
не требует дополнительных численных 
преобразований. Так геометрическая 
конструкция скелета (Рис. 8б), получен-
ная на основании компьютерно-
графического анализа М-образа (Рис. 
8а) полностью совпадает со своим ана-
логом, полученным с помощью алго-
ритма описанного в работе [16] без при-



менения сложных вычислений.  Этим 
демонстрируется эффективность метода 
организации исходной вычислительной 
модели методом функционально-
воксельного моделирования в решении 
задач, связанных со скелетным пред-
ставлением геометрических фигур. 

 

  
а) б) 

Рисунок 8: М-образ при α=1 (a) и ре-
зультат программного выделения  

ребер скелета (б) 
 
Формирование поверхности функци-

онального пространства, отображённого 
одной из локальных геометрических ха-
рактеристик  на М-образе, полученного 
на основе R-операций α -системы (3), 
отвечает линейному закону (рис.8а.). 
Данный образ представляет наиболь-
ший интерес, поскольку «не дифферен-
цируемые» точки поверхности принад-
лежат линейному скелету контура опи-
санной функции (рис.8б). 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В данной работе был предложен под-

ход для построения линейной структуры 
скелета для замкнутого контура слож-
ной геометрии средствами R-
функционального и функционально-
воксельного моделирования. Данный 
подход принципиально отличается от 
существующих подходов [7-9], посколь-
ку базируется на аналитическом способе 
описания геометрии модели в сочета-
нии с применением графического пред-
ставления функции для построения ре-
шения. Преимуществом такого подхода 
является также возможность перехода 
от плоских задач к пространственным 
постановкам без принципиальных из-
менений расчётного алгоритма. Можно 

предполагать, что предложенный под-
ход добавит возможности  решения за-
дач планирования маршрутов с приме-
нением метода функционально-
воксельного моделирования. 
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Abstract 
In this paper the way of construction of straight skeleton for complex closed contours de-

scribed by means of a mathematical apparatus of R-functions is proposed. Applied a-system 
for the R-functional of description of the circuit and shown the results of the function at vari-
ous values of the ratio a. Shows the transition from the organization of separate extreme 
points of R-functional surfaces to the organization of the linear structure of the skeleton of 
the zero contour. Here we describe the principle of M-images constructing on the basis of the 
method of functional voxel modeling (FVM). FVM-method, is the organizing principle of 
symbolic-graphic information, combining the analytic form of the description of a multidi-
mensional model with a voxel representation of its local geometric characteristics. Selected 
class of M-images allows to automate the definition of the points and lines making a skeleton 
structure on the basis of delimitation of color transition. Such approach is based on prelimi-
nary representation of graphic information as a functional voxel model and allows to consid-
erably simplify the computational process of search for solutions. Also we make the compara-
tive analysis of a classical way of construction of straight skeleton with the offered computer 
graphic approach. 

 
Keywords: functional Voxel Modeling, M-image, R-functions, straight skeleton. 
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