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Аннотация 

Методами гильберт-оптики и сдвиговой интерферометрии визуализирован процесс 
эволюции конвективных структур в вертикальном слое воды, ограниченном плоскими 
теплообменными поверхностями при нестационарных граничных условиях. Восста-
новлено температурное поле. Выполнено численное моделирование поля изотерм в 
режиме монотонного охлаждения вертикальных стенок. Решена обратная задача ре-
конструкции интерферограмм и гильбертограмм из численной модели температурного 
поля в конвективном течении. 
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1. Введение 
Методы оптической диагностики в 

значительной мере определяют уровень 
экспериментальных исследований в со-
временной гидро- и газодинамике. Вы-
бор конвективных течений в качестве 
объекта приложений оптической диа-
гностики объясняется особой важностью 
конвекции в геодинамике, физике атмо-
сферы и океана, в гидродинамических и 
теплофизических процессах с фазовыми 
переходами [1, 2]. Интерес к этим про-
блемам обострился в последнее время в 
связи с интенсификацией циклических 
процессов таяния и образования льдов в 
арктических и  антарктических районах, 
оказывающих огромное влияние на ми-

ровой океан и климат. Эксперименталь-
ные и теоретические исследования кон-
вективных процессов и динамики фазо-
вого перехода вода–лёд с учётом анома-
лии плотности воды в области 0÷4°С 
необходимы для многочисленных тех-
нических и технологических приложе-
ний [3]. Изучение динамики фазовых 
переходов в переохлаждённой жидкости 
и эволюции конвективных структур в 
системе вода–лёд требует применения 
невозмущающих методов диагностики, 
основанных на современных достиже-
ниях оптики, лазерной техники и ин-
формационных технологий. Необходи-
мостью таких исследований мотивиро-
вана настоящая работа. 
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2. Метод и эксперимен-
тальная установка  

Упрощённая схема исследовательско-
го комплекса, содержащего систему оп-
тической диагностики и эксперимен-
тальный стенд, показана на рисунке 1. 
Схема содержит осветительный модуль, 
состоящий из источника света 1 (ртут-
ная лампа ДРШ–250), конденсорной 
линзы 2 и щелевой диафрагмы 3, поме-
щённой в передней фокальной плоско-
сти объектива 4, формирующего зонди-
рующее поле в исследуемой среде. Та-
кой средой является вода, заполняющая 
прямоугольную полость 5 с прозрачны-
ми стёклами оптического качества (рис. 
2). Внутренние размеры полости 
136×86×30 мм, боковые стенки образо-

ваны охлаждаемыми плоскими парал-
лельными медными пластинами высо-
кого качества 6 и 7. Температура одной 
из пластин (Т1) регулируется и поддер-
живается термостатом в пределах до –
28°С. Температура другой пластины 
(Т2)  – в диапазоне от комнатной темпе-
ратуры до ~ 8,0°С. Внутри пластин 
имеются полости, в которые подаётся 
охлаждающая жидкость из термостатов 
8 и 9. Термостаты управляются компью-
тером 10 по заданной программе. Труб-
ки, подающие хладагент в теплообмен-
ные боковые пластины, обозначены 
цифрами 11–14, трубки оттока – 15, 16. 
Расположение подающих трубок и тру-
бок оттока может меняться в соответ-
ствии с условиями эксперимента. Рас-
стояния между трубками – 80 мм.
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Рис. 1. Схема экспериментальной установки. 

  



 
Рис. 2. Исследуемая прямоугольная полость с водой. Видны оптические трубки, по-

дающие хладагент в теплообменные боковые пластины. 
  
Объектив 17 формирует в частотной 

плоскости фурье-спектр возмущённого 
исследуемой средой зондирующего све-
тового поля. Квадрантный гильберт-
фильтр 18 помещён в фурье-плоскость 
объектива 17. Частотная ось Кх гильберт-
фильтра ортогональна направлению 
изображения щелевой диафрагмы све-
тового источника (ψ=45°). Объектив 19 
выполняет обратное преобразование 
Фурье гильберт-спектра оптического 
сигнала. Визуализированная фазовая 
структура светового поля, возмущенная 
исследуемой средой, регистрируется 
цифровой видеокамерой 20, подклю-
ченной к компьютеру 16.  

Оптическая система диагностики ре-
ализована на базе серийного теневого 
прибора ИАБ–463М [3]  с модифициро-
ванными модулями светового источни-

ка, пространственно-частотной филь-
трации оптического сигнала, а также 
модулем регистрации изображения ви-
зуализированных фазовых возмущений 
светового поля, индуцированных иссле-
дуемой средой. 

Зондирующее поле, сформированное 
объективом 4, проходит через исследуе-
мую среду (воду), в которой боковыми 
термостатированными поверхностями 6 
и 7 реализуются по заданной программе 
температурные граничные условия: Т1 и 
Т2, Т1<Т2. В пространстве между термо-
статированными поверхностями возни-
кают конвективные структуры, которые 
проявляются как возмущения полей оп-
тической фазовой плотности. Эти струк-
туры индуцируются рэлей-бенаровской 
конвекцией, осложнённой наличием 
фазового перехода и аномалией плотно-



сти воды в температурном интервале 
0÷4°С. 

Вблизи боковой термостатированной 
поверхности при росте градиента тем-
пературы вода становится переохла-
ждённой жидкостью, переходя в состоя-
ние неустойчивого равновесия. В такой 
среде возникает переход из жидкой фа-
зы в твёрдокристаллическое состояние. 
Это – фазовый переход первого рода. Он 
проявляется возникновением волны 
кристаллизации и сопровождается 
энерговыделением, что в свою очередь 
влияет на динамическое распределение 
градиента оптической фазовой плотно-
сти в переохлаждённой воде и индуци-
рует фазовые возмущения в зондирую-
щем световом поле, фурье-спектр кото-

рых  формируется в частотной 
плоскости объектива 17. 

Когерентная передаточная функция 
пространственно-частотного фильтра 
18, выполняющего одномерное преоб-
разование Гильберта, описывается вы-
ражением: 

  

 
  

+  
  

   (1) 
  
  

где  и  – пространственные ча-

стоты;  и  – функции 

Хевисайда;  – фазовый сдвиг, задавае-
мый соответствующим квадрантом про-
странственно-частотного фильтра. 
Фильтр с когерентно-передаточной 
функцией (1) выполняет одномерное 
преобразование Фуко–Гильберта. 

В фурье-плоскости  про-

странственно-частотная ось  ортого-
нальна изображению щелевого источ-
ника. Фурье-спектр светового поля 
непосредственно после фильтра: 

 𝑠(𝐾𝑥, 𝐾𝑦)𝐻(𝐾𝑥, 𝐾𝑦) = 𝑠(𝐾𝑥, 𝐾𝑦) [(cos φ −

𝑖 sin φ sgn𝐾𝑥)] = 

= 𝑠(𝐾𝑥, 𝐾𝑦)  cos φ + �̂�𝑥 (𝐾𝑥, 𝐾𝑦) sin φ .  (2) 

 

Здесь  – пространственно-
частотный фурье-спектр светового поля, 
возмущённого исследуемой средой; 

 – фурье-
спектр светового поля, подвергнутого 
одномерному преобразованию Гильбер-

та по оси . Фазовый сдвиг  является 

функцией длины волны  зондирующе-

го светового поля: . При длине 

волны , удовлетворяющей условию 

, фурье-фильтр 18 выполняет 
одномерное преобразование Гильберта: 

  

   (3) 
  
Если исследуемая среда индуцирует 

исключительно фазовые возмущения 
зондирующего поля, фурье-спектр воз-
мущённого поля описывается выраже-

нием  
Фильтрованный фурье-спектр фазо-

вых возмущений: 
  

 
= {∑ [1 + 𝑖ψ̃𝑚𝑥

(𝐾𝑥, 𝐾𝑦)]𝑚 } [−𝑖sgn𝐾𝑥] =

∑ ψ̂𝑚𝑥
(𝐾𝑥, 𝐾𝑦)𝑚 ,        (4) 

  

где  – фурье-спектр фазо-
вых возмущений, соответствующий 
гильберт-полосе m-го порядка. Здесь 
учтено, что гильберт-преобразование 
обладает квазидифференцирующими 
свойствами. Поэтому гильберт-образ 
отображает структуру градиентов поля 
фазовых возмущений. 

Объектив 19 камкордера выполняет 
фурье-преобразование фильтрованного 
фурье-спектра фазовых возмущений:  

  

  (5) 
 
Визуализированные посредством од-

номерного гильберт-преобразования 
фазовые структуры (4) регистрируются 
фотоматрицей камкордера. 



Изображение одномерного гильберт-
образа фазовых возмущений  

 
анализируется в системе координат 

(х’, у’), повёрнутой относительно систе-
мы координат (х, у) на угол a=45°: 

  (6) 
  

Где  
  
В случае широкополосного источника 

выполняется одномерное преобразова-
ние Фуко–Гильберта с когерентной пе-
редаточной функцией фильтра (1). Ре-
зультатом фильтрации является транс-
формация поля фазовых возмущений в 
аналитический сигнал, являющийся су-

перпозицией фильтрованного сигнала и 
его гильберт-образа. Соответственно, 
сигнал, зарегистрированный фотомат-
рицей, представляет собой суперпози-
цию изображений фазового возмуще-
ния и его гильберт-образа. Регистриру-
емое изображение представляет собой 
структуру, состоящую из гильберт-
полос, отображающих возмущения гра-
диентов оптической фазовой плотности 
в исследуемой среде. 

3. Результаты 
На рисунке 3 показана выборка кад-

ров из видеофильма, иллюстрирующих 
гильберт-визуализацию конвективных 
структур в слое пресной воды, ограни-
ченном вертикальными плоскими теп-
лообменными поверхностями.  

 
  

 

 

 

IMG–0503.jpg IMG–0510.jpg IMG–0518.jpg 
Рис. 3. Кадры видеофильма, иллюстрирующие гильберт-визуализация конвектив-

ных структур и фазового перехода в воде. 
  
На рисунке 4 представлен пример конвективных структур и фазового перехода в том 

же слое, визуализированных методами сдвиговой интерферометрии. Гильбертограм-
мы и сдвиговые интерферограммы отображают экстремумы фазовых градиентов и со-
ответствуют изотермам. 
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Рис. 4. Сдвиговые интерферограммы, визуализирующие конвективные структуры и 

фазовый переход в вертикальном слое пресной воды. 
  
Рисунок 5 иллюстрирует аппроксимацию интерференционных полос кривыми Бе-

зье. 
  

 
Рис. 5. Аппроксимация кривыми Безье интерференционных полос  

на сдвиговой интерферограмме. 
  
Использование для аппроксимации полиномов Бернштейна позволяет построить 

сетку, адаптирующуюся к деформациям интерференционных линий. По полученной 
сетке проводится двумерная сплайн-интерполяция и восстанавливается температурное 
поле (рисунки 6, 7). 

 

 

Рис. 6. Восстановленное температур-
ное поле по сдвиговой интерферограм-
ме (оси x–y). 

Рис. 7. Изотермы восстановленного 
температурного поля (оси x–y). 

  
На рисунке 8 представлены результаты численного моделирования изотерм темпе-

ратурного поля, индуцированного нестационарными теплообменными граничными 



условиями в режиме монотонного охлаждения вертикальных стенок. В качестве вери-
фикации выполнена реконструкция сдвиговых интерферограмм и гильберт-
изображений из численной модели изотерм. 

  

    

t = 236.12с t = 511.6с t = 838.22с t = 1223.9с 

   

 

t = 1680.37с t = 2219.51с t = 2853.1с t = 3604.73с 

 

  

 

t = 4490.2с t = 5536.96с t = 6772.65с t = 8370.4с 
Рис. 8. Численное моделирование эволюции изотерм, индуцированных нестацио-

нарными   граничными условиями в вертикальном слое воды. 
  
Размеры расчетной области: толщина слоя жидкости 84 мм, высота слоя 136 мм. 

Начальная температура системы 20 градусов Цельсия. Левая стенка охлаждается ли-
нейно во времени за 2500 с до 8°C, а правая до 0°C за тот же промежуток времени. 
Верхняя и нижняя горизонтальные границы полости имеют толщину 10 мм. Внешние 
поверхности  (оргстекло) горизонтальных стенок адиабатические.  На рисунке 8 изо-
терма с Т=4°C выделена красным цветом, а зеленым выделена изотерма с Т=8°C. 



Конвективный теплообмен в жидкости в двумерной постановке описывается без-
размерной системой уравнений Навье–Стокса, энергии и неразрывности в приближе-

нии Буссинеска, записанной в терминах температура , вихрь ω и функция тока ψ: 
  

   (7) 
 

 
 

 
  
Кондуктивный теплообмен в массивных горизонтальных стенках из оргстекла опи-

сывается уравнением теплопроводности: 
  

    (8) 
  
Обозначения в уравнениях 7 и 8: νf – 

кинематическая вязкость жидкости, 
м2/с; λf  – коэффициент теплопроводно-
сти жидкости, Вт/м·К; λw – коэффици-
ент теплопроводности стенки, Вт/м·К; ρf 
– плотность жидкости, кг/м3; ρw – плот-
ность горизонтальной стенки, кг/м3; 
сpf  – удельная теплоемкость жидкости, 
Дж/кг·К;  сw – удельная теплоемкость 
стенки, Дж/кг·К;  g – ускорение свобод-
ного падения, м/с2;  βf  – коэф. объёмно-
го теплового расширения, К-1;  H – вы-
сота слоя жидкости, м;  Pr – число 
Прандтля;  Gr – число Грасгофа; x, y – 
безразмерные декартовы координаты; T 
– безразмерная температура; ω – без-
размерный вихрь; ψ – безразмерная 
функция тока; u, v – безразмерные ком-
поненты скорости: горизонтальная и 
вертикальная. 

Задачи решены численно методом 
конечных элементов в сопряженной по-
становке. При решении уравнения дви-
жения учтены зависимости плотности и 
коэффициента объемного теплового 
расширения от температуры. Для расче-
тов постоянных параметров были ис-
пользованы фиксированные значения 
теплофизических свойств воды при 0°C 
и оргстекла. Свойства воды: плотность ρf 
= 999,839 кг/м3; коэффициент кинема-

тической вязкости νf = 1,793∙10-6 м2/с; 
коэффициент теплопроводности λf = 
0,554 Вт/м·К; удельная теплоемкость сpf 
= 4218 Дж/кг·К; теплота кристаллиза-
ции R = 333,7 кДж/кг. Свойства стенки 
(оргстекло): ρf = 1180 кг/м3; λw = 0,195 
Вт/м·К; сw = 1270 Дж/кг·К.  

На твердых границах в системе для 
скорости (и, как следствие, для функции 
тока) заданы условия прилипания и не 
протекания. Краевое условие для вихря 
получаем из поля функции тока, ис-
пользуя метод сопряжённых результа-
тов [4]. На границах раздела жидкости с 
твердыми стенками ставится условие 
неразрывности температуры и теплово-
го потока. 

Использовалась неравномерная тре-
угольная сетка, сгущенная в различной 
степени ко всем границам расчетной 
области, с количеством узлов ≈ 4*104. 
На элементах задавались линейные ба-
зисные функции. Для построения три-
ангуляции был использован клеточный 
пошаговый алгоритм по максимальному 
углу [5]. В программе реализован ите-
рационный процесс, в который при 
необходимости подставляются нужные 
значения переменных с предыдущих 
шагов и вычисленные значения коэф-
фициентов от параметров. При этом 



сначала находится температура, затем 
вихрь, функция тока. В итерационном 
процессе на временном шаге использо-
вался метод релаксации. Конечно-
элементная система линейных алгебра-

ических уравнений решается посред-
ством метода локально-оптимальной 
схемы (LOS) c неполным разложением 
на нижнюю и верхнюю треугольные 
матрицы (LU) [4]. 
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Рис. 9. Смоделированное поле изотерм, соответствующие ему гильбертограммы и 

сдвиговые интерферограммы (красная линия-изотерма +4°С). 
  
На рисунке 9 в качестве примера представлены гильбертограммы и сдвиговые ин-

терферограммы, синтезированные из численных моделей изотерм, относящимся к мо-
ментам времени: а) – 122 с; b) – 305 с; с) – 710 с. после включения термостатов, управ-
ляющих температурой теплообменных поверхностей. 

Изотерма, соответствующая инверсии плотности воды (+4°С), выделена красным 
цветом. Она делит пространство на две области. Над изотермой (+4°С) возникает вих-
ревое движение конвективных структур, направленное по часовой стрелке. Под этой 
изотермой вихревое движение конвективных структур происходит против часовой 
стрелки. Сопряжённые вихри, сформированные над и под изотермой (+4°С), переносят 
тёплую воду вниз, а охлаждённую воду – наверх. 

На рисунке 10 представлены  сдвиговые интерферограммы: a – экспериментально 
полученная; b – реконструированная из численной модели поля изотерм.  
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Рис. 10. Сдвиговые интерферограммы: a – экспериментальная; b –смоделированная. 
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Рис. 11. Гильбертограммы: a – экспериментальная; b – смоделированная. 
  
На рисунке 11 приведены гильберто-

граммы: a – полученная эксперимен-
тально; b – синтезированная из струк-
туры численно смоделированных изо-
терм. Хорошо видны гильберт-полосы, 
соответствующие экстремумам градиен-
тов изотерм. Рисунки 9–11 иллюстриру-
ют качественную адекватность резуль-
татов численного моделирования и экс-
перимента. 

Заключение 
Изучение индуцированных нестаци-

онарными граничными условиями кон-
вективных течений и их влияния на 
структуру и динамику фронтов кристал-
лизации актуальны для развития новых 
технологий  выращивания кристаллов 

[6], понимания аномалий процессов 
формирования и таяния льда в арктиче-
ских и антарктических районах.  Иссле-
дования к настоящему времени выпол-
нены только в узком диапазоне пара-
метров и пока не имеют системного ха-
рактера. Похожими зависимостями 
плотности от температуры обладают 
растворы галлия, эвтектики кадмий–
ртуть–теллур и некоторых других ве-
ществ и материалов. Поэтому вода мо-
жет использоваться в качестве жидко-
сти-имитатора расплава для отработки 
технологий получения монокристаллов. 
Область приложений результатов, полу-
ченных адаптированными к этой про-
блеме методами оптической диагности-
ки и численного моделирования, не 



ограничивается течениями, имеющими 
конвективную природу. Она может быть 
расширена на решение задач фундамен-
тального и прикладного характера в 
экспериментальной гидро- и газодина-
мике, теплофизике, биологии, меди-
цине. 

Работа выполнена при частичной 
поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (18-38-00790 
мол. а). 
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