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Аннотация 

В статье рассматривается задача раскраски плоских графов. Авторами предложен 
визуальный алгоритм раскраски плоских графов и представлен дедуктивный способ 
доказательства теоремы о четырех красках, основанный на свойствах группы Клейна 
четвертого порядка. Показано, что произвольный кубический граф имеет три раскра-
шенных 2-фактора и добавление цветов происходит в соответствии с законами транс-
формации группы Клейна четвертого порядка. Рассмотрены свойства раскрашенных 
плоских кубических графов. Сформулированы и доказаны теоремы о существовании 
цветного диска, проходящего по сцепленным ребрам, и о реберной раскраске плоского 
кубического графа. Показано, что теорема о четырех красках может быть получена как 
следствие этих теорем. С целью перекраски ребер в раскрашенном плоском кубическом 
графе введена новая операция – ротация цветного диска. В статье приведены примеры 
решения задачи раскраски плоских графов. 
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1. Введение 
Теорема о четырёх красках была до-

казана в 1976 году К. Аппелем и В. Хаке-
ном из Иллинойского университета. Это 
была первая крупная математическая 
теорема, доказанная с помощью компь-
ютера. Первым шагом доказательства 
была демонстрация того, что существует 
определенный набор из 1936 карт, ни 
одна из которых не может содержать 
карту меньшего размера, которая опро-
вергала бы теорему. Аппель и Хакен ис-
пользовали специальную компьютер-
ную программу чтобы доказать это 
свойство для каждой из 1936 карт. Из-
начально доказательство было принято 
не всеми математиками, поскольку его 
невозможно было проверить вручную. В 
дальнейшем оно получило более широ-

кое признание, хотя у некоторых долгое 
время оставались сомнения [1,2]. Чтобы 
развеять оставшиеся сомнения, в 1997 
году Робертсон, Сандерс, Сеймур и То-
мас опубликовали более простое дока-
зательство, использующее аналогичные 
идеи, но по-прежнему проделанное с 
помощью компьютера. Кроме того, в 
2005 году доказательство было проде-
лано Д. Гонтиром с использованием 
специализированного программного 
обеспечения (Coq v7.3.1). Таким обра-
зом, существование раскраски вершин 
плоского графа четырьмя красками бы-
ло обосновано с помощью компьютер-
ного перебора [3].  

Однако для полноты картины не хва-
тает строго математического описания 
механизма раскраски вершин плоского 
графа, способа описания вычислитель-
ных аспектов раскраски плоских графов. 
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Такой механизм имеет и практическое 
значение. И хотя вычислительные ме-
тоды раскраски плоских графов мало 
используются в картографии, с которой 
эту задачу, как правило, связывают, то в 
естественных науках и инженерных 
приложениях она представляет весьма 
большой интерес. Например, раскраска 
плоских графов используется при изу-
чении свойств кристаллов [4]. Доста-
точно рассмотреть свойства кристалла 
FexTaS2. Это слоистая структура, при-
надлежащая к классу дихалькогенидов 
переходных металлов (TMD), такую 
структуру можно обнаружить под мик-
роскопом в сплавах металлов и магни-
тах. Другой пример использования – 
проектирование плоских конструкти-
вов [5]. Поэтому выявление естествен-
ного механизма раскраски и вопрос де-
дуктивного доказательства данной тео-
ремы представляет практический инте-
рес. Данная работа ставит своей целью 
произвести дедуктивное доказательство 
теоремы о четырех красках и описать 
вычислительный процесс раскраски 
плоских графов. 

1. Максимально плоский 
граф 

Рассмотрим произвольный связный 
плоский граф G, у которого степень 
каждой вершины больше двух. В графе 
G каждую нетреугольную грань путем 
добавления ребер разобьем на несколь-
ко треугольных граней. В итоге получим 

максимально плоский граф G, все грани 
которого будут треугольными. И хотя 
данный процесс неоднозначен, но если 

граф G раскрашен, то удаление из него 
вновь введенных ребер не нарушит его 
раскраску [6]. Поместим внутри каждой 

грани s графа G вершину x
0
. Каждому 

ребру u графа G поставим в соответ-

ствие ребро u
0
, соединяющее те верши-

ны x
0

i и x
0

j, которые соответствуют гра-

ням si и sj по обе стороны ребра u. Полу-

ченный таким образом топологический 
граф является плоским, связным и 

называется или двойственным к G, или 

однородным графом H степени три, или 
кубическим графом H. 

2. Плоский кубический 
граф 

Понятно, что в плоском кубическом 
графе вершины соответствуют граням, а 
грани – вершинам максимально плос-
кого графа. Количество ребер в макси-
мально плоском графе равно количеству 
ребер двойственного плоского кубиче-
ского графа. Количество ребер в кубиче-
ском графе Н c n вершинами определя-
ется по формуле: 

                 m = 3n/2                                (1) 
Следовательно, количество ребер в 

таком графе всегда кратно трем: 
               m  0 (mod 3)                            (2) 
Так как в кубическом графе количе-

ство ребер m – целое число, то количе-
ство вершин n в однородном кубиче-
ском графе должно быть четным чис-
лом:  

                 n  0 (mod 2)                            (3) 

3. Раскраска плоского 
кубического графа 

С точки зрения раскраски, между 
максимальным плоским графом G¢ и 
двойственным к нему плоским кубиче-
ским графом Н существует связь, уста-
навливаемая следующей теоремой (Тэй-
та) [7]. 

Теорема 1. (Тэйт). Пусть Н – 
плоский однородный кубический граф 
без перешейков. Необходимое и доста-
точное условие возможности такой 
раскраски граней графа четырьмя 
цветами, при котором никакие две 
смежные грани не окрашиваются в 
одинаковый цвет, состоит в том, 
чтобы хроматический класс графа Н 
был равен трем. 

Теорема Тэйта устанавливает связь 
между раскраской вершин для макси-
мально плоского графа и раскраской ре-
бер двойственного к нему кубического 
графа Н. Однако она не утверждает, что 
любой кубический граф без мостов име-
ет хроматический класс равный трем. 
Тэйт высказал предположение, что вся-



кий плоский кубический граф без пере-
шейков имеет гамильтонов цикл. Если 
бы ему удалось это доказать, то тем са-
мым была бы решена проблема четырех 
красок, хотя сам Тэйт и не обнаружил 

этой зависимости. Однако Татт [8,9,10] 
показал, что это предположение невер-
но, и привел пример кубического графа 
с 46 вершинами, не являющегося га-
мильтоновым (рис. 1). 

 
  

 

 

Рис. 1. Граф Татта 
Рис. 2. Раскраска ребер в 
кубическом графе Н 

 
Если кубический граф Н имеет хро-

матический класс равный трем, то его 
ребра должны быть раскрашены в три 
цвета. Раскраска предполагает наличие 
трех разноцветных ребер для каждой 
вершины графа Н. Кубический граф 
имеющий хроматический класс равный 
трем будем называть раскрашенным 
плоским кубическим графом Н. Напри-
мер, кубический граф представленный 
на рис. 2 является раскрашенным куби-
ческим графом Н. Здесь белый цвет бу-
дем обозначать буквой W или цифрой 0, 
а на рисунках графа ребра данного цвета 
будем представлять штрихпунктирной 
линией. Красный цвет будем обозначать 
буквой R или цифрой 1, а на рисунках 
графа ребра данного цвета будем пред-
ставлять сплошной линией. Синий цвет, 
будем обозначать буквой B или цифрой 
2, а на рисунках графа ребра данного 

цвета будем представлять точечной ли-
нией. Зеленый цвет будем обозначать 
буквой G или цифрой 3, а на рисунках 
графа ребра данного цвета будем пред-
ставлять пунктирной линией. Согласно 
теореме Тэйта раскраска ребер индуци-
рует раскраску граней плоского кубиче-
ского графа Н, а раскраска граней, в 
свою очередь, индуцирует раскраску ре-
бер. На рис. 4 представлены 4 способа 
раскраски граней в зависимости от рас-
краски ребер. 

  

 
Рис. 3. Обозначение цветных линий 

   



  

 

 

Рис. 4. Раскраска граней плоского кубического графа  
 

В свою очередь вершине максималь-
ного плоского графа может быть по-
ставлена в соответствие грань двой-
ственного плоского кубического графа. 
Следовательно, нужна математическая 
структура, одновременно описывающая 
раскраску и ребер плоского кубического 
графа без мостов, и граней. Такая мате-
матическая структура существует и 
называется группой Клейна четвертого 
порядка. Её образует множество цветов 
при операции преобразования. Таблица 
преобразования цветов для этой группы 
имеет вид [11]. 

+ 0 1 2 3 

W W R B G 
R R W G B 
B B G W R 

G G B R W 

 Поставим в соответствие границе 
грани цикл из базиса квазициклов 
плоского кубического графа. Квази-
циклом будем называть цикл с четной 
валентностью вершин. Гамильтоно-
вым квазициклом будем называть 
квазицикл с валентностью вершин рав-
ной двум, проходящий по всем верши-
нам графа [12]. Пусть G = (X,U) – граф с 
пронумерованным множеством ребер U 
= {u1, u2,...,um}, a LG – множество всех су-
графов этого графа. Относительно опе-
рации сложения (будем называть ее 

кольцевой суммой) множество LG обра-
зует абелеву группу [13]. 

(X,U1)  (X,U2) = (X,(U1  U2)\(U1 U2))   (5) 

Действительно, LG заведомо является 
группоидом. Относя каждому суграфу G 
= (X,U) строку чисел (1,2,...,i,...,m), в 
которой i = (1,2,...,m), и определяя сло-
жение строк как покомпонентное по 
модулю 2, мы получим изоморфный LG 
группоид, элементами которого служат 
все возможные строки длины m из ну-
лей и единиц и который уже представ-
ляет собой абелеву группу. 

 i = 








 U. если ,0

;U если ,1

i

i

u

u
 

 В дальнейшем группу LG удобно рас-
сматривать как линейное пространство 
над полем коэффициентов GF(2) = 
{0,1}, называемое пространством сугра-
фов данного графа G. Размерность этого 
пространства dim LG = m, ибо множе-
ство элементов (1,0,....0), 
(0.1.....0),....(0.0....,1), представляющих 
однореберные суграфы, образует базис.  

С другой стороны, каждый гамильто-
нов квазицикл есть 2-фактор графа, так 
как n-фактор – это регулярный суграф 
степени n. Тогда имеет место следующая 
теорема для кубических графов (теоре-
ма Петерсена) [14].



 
  

 
а) Граф Петерсена 

 
б) 1-фактор графа Пе-

терсена 

 
в) 2-фактор графа Пе-

терсена 
Рис. 5. Кубический граф Петерсена 

 
Теорема 2. (Петерсен). Любой ку-

бический граф, не содержащий мостов, 
можно представить в виде суммы 1-
фактора и 2-фактора.  

В свою очередь, гамильтонов квази-
цикл (2-фактор) может состоять из не-
скольких простых циклов (см. рис. 5,в). 
Каждый такой простой цикл четной 
длины будем называть цветным дис-
ком. На рис. 6г показаны два диска од-
ного цвета: один проходит по ребрам 
{u2,u3,u8,u9,u12,u15}, а другой – по ребрам 
{u4,u5,u7,u13}. Гамильтонов квазицикл, 
состоящий из цветных дисков, будем 
называть цветным гамильтоно-
вым квазициклом или цветным 2-
фактором. В раскрашенном кубиче-
ском графе обязательно существует 
цветная конфигурация, состоящая из 
цветных 2-факторов имеющих диски 
только четной длины и цветных 1-
факторов. Любой цветной гамильтонов 
квазицикл состоит из дисков. Если 
цветной диск один, то такой гамильто-
нов квазицикл – гамильтонов цикл. 

4. Свойства раскрашен-
ных плоских кубических 
графов 

Раскрашенные плоские кубические 
графы обладают следующими свойства-
ми: 

Свойство 1. В любом цветном дис-
ке число вершин четно. Действительно, 
для того чтобы диск был цветным необ-
ходимо чтобы его ребра были раскра-
шены в два цвета. Это возможно только 
в том случае, когда количество вершин в 
цикле четно. 

Свойство 2. Любой цветной га-
мильтонов квазицикл (2-фактор) по-
рождает два других цветных гамиль-
тоновых квазицикла и производит 
раскраску графа Н. Если задан цветной 
гамильтонов квазицикл, то ребра графа 
этого 2-фактора можно раскрасить в два 
цвета отличных от его цвета, а нерас-
крашенные ребра – в цвет самого га-
мильтонова квазицикла (2-фактора). 
Таким образом, кубический граф будет 
раскрашен, а раскраска ребер, в свою 
очередь, порождает три цветных га-
мильтоновых квазицикла (2-фактора). 

Свойство 3. Сумма по модулю 2 
трех цветных гамильтоновых квази-
циклов (2-факторов), порожденных 
раскраской кубического графа Н, есть 
пустое множество. Так как по каждому 
ребру проходит два цветных гамильто-
новых квазицикла и каждое ребро в 
сумме появляется дважды, что при сло-
жении по модулю 2 тождественно рав-
но Æ, то сумма цветных гамильтоновых 
квазициклов, порожденных правильной 
раскраской кубического графа Н, есть 
пустое множество. 

 
 



 

 

а) синий гамильтонов квазицикл 
(2-фактор) 

б) тот же квазицикл состоящий из 
красных и зеленых ребер 

 

 

в) красный гамильтонов квазицикл г) зеленый гамильтонов квазицикл 
Рис. 6. Цветные 2-факторы (гамильтоновы квазициклы) 

 
На базисе подпространства циклов 

графа G можно определить функционал 
Мак Лейна принимающий нулевое зна-
чение, если граф планарен [15]: 

F(С)=



m

i
ii SS

1

)2)(1( = mSS
m

i
i

m

i
i 23

11

2  


.  (6) 

Здесь Si – количество изометрических 
циклов [16] проходящих по ребру i.  

С учетом сказанного и введенной 
операции сложения циклов, цветные 
гамильтоновы квазициклы и цветные 1-
факторы обладают следующими свой-
ствами: 

Rc  Gc  Bc = ;  (7) 

Rf  Gf Bf = H;  (8) 

Rf  Rc = H;   (9) 

Gf  Gc = H;   (10) 

Bf  Bc = H.   (11) 

Здесь индекс с обозначает множество 
ребер, принадлежащих 2-фактору (га-
мильтонову квазициклу), индекс f обо-
значает множество ребер, принадлежа-
щих 1-фактору, а Н – множество ребер 
исходного плоского кубического графа. 
Кроме того, в раскрашенном кубиче-
ском графе любой цветной 2-фактор об-
разуется как конечная кольцевая сумма 

базисных циклов [13]: Rc – сумма базис-
ных циклов образующих красный 2-
фактор; Bc – сумма базисных циклов об-
разующих синий 2-фактор; Gc – сумма 
базисных х циклов образующих зеле-
ный 2-фактор; Wc – сумма базисных 
циклов не вошедших ни в красный, ни в 
синий и ни в зеленый 2-факторы. Про-
явление свойства двойственности по-
строения цветных 2-факторов описыва-
ется следующими выражениями: 

Rc = 
cR , Bc = 

cB , Gc = 
cG , (12) 

где , , являются соответ-
ственными дополнениями базисных 
циклов Rc, Bc, Gc до полного базиса 
плоского графа и обода графа Н. То 
есть: 

Rc  
cR = Bc  

cB  = Gc  
cG =  

 



5. Раскраска граней 
плоского кубического 
графа Н 

Будем называть гранью клетку огра-
ниченную базисным циклом. Три цвет-
ных 2-фактора порождают (индуциру-
ют) раскраску граней плоского кубиче-
ского графа Н. В свою очередь, раскрас-
ка граней порождает раскраску базис-
ных циклов в цвет грани, так как грани-
цей грани служит базисный цикл. Для 
раскрашенных плоских кубических 
графов кольцевая сумма базисных цик-
лов и обода согласно теореме Мак Лей-
на [15] равна 

0

1

1

cc
nm

i
i 





= .  (14) 

С другой стороны, кольцевая сумма 
трех цветных гамильтоновых квазицик-
лов 

Rc  Bc  Gc = ,  (15) 

согласно выражению (2). 
Следующее равенство связывает 

условие планарности Мак Лейна, запи-
санное в виде суммы базисных циклов и 
обода, с кольцевой суммой трех цветных 
2-факторов для плоского кубического 
графа H 
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i 
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

 = Rc  Gc  Bc = 
cR  

cB   
cG  = 

= 
cR  Bc  Gc = Rc  

cB   
cG  = 

= Rc  
cB  Gc = 

cR  Bc  
cG  =  

= Rc  Bc  
cG = 

cR  
cB  Gc = . 

(16) 

Если в раскрашенном плоском куби-
ческом графе Н кольцевую сумму ба-
зисных циклов, описывающих границы 
всех граней красного цвета, обозначить 

как  Rg , кольцевую сумму базисных 

циклов, описывающих границы граней 

синего цвета – как  Bg , кольцевую 

сумму базисных циклов, описывающих 
границы граней зеленого цвета – как 

 Gg , а кольцевую сумму всех базисных 

циклов, описывающих границы граней 

белого цвета – как  Wg , то с учетом 

обода можно записать следующие вы-
ражения: 

Gc =    WGBR gggg ; 

   (17) 

Bc =    WBGR gggg ; 

   (18) 

   Rc =    WRBG gggg . 

   (19) 
В свою очередь, три цветных 2-

фактора индуцируют раскраску П гра-
ней, где границы граней суть базисные 
циклы и обод плоского графа Н, а рас-
краска граней описывается соответстви-
ем Г = {П, С, К}. Здесь П – множество 

пар кортежей <ci, ai,1  1 + ai,2  2 + ai,3  3 

+ ai,4  0>, C – множество базисных цик-
лов и обода плоского кубического графа 
Н, а К – множество четырех цветов. 
Множество П характеризует раскраску 
граней плоского кубического графа Н и 
представляет собой произведение эле-
ментов множества С и элементов мно-
жества К, а его элементы – это кортежи 
записанные в виде: 

{<c1, a1,1  1 + a1,2  2 + a1,3  3 + a1,4  0>, 

<c2, a2,1  1 + a2,2  2 + a2,3  3 + a2,4  0>, 

<cm-n+1, am-n+1,1 1 + a m-n+1,2  2 + a m-n+1,3  

3 + a m-n+1,4  0>, 

<c0, am-n+2,1  1 + a m-n+2,2  2 + a m-n+2,3  3 

+ a m-n+2,4  0>}. 
(20) 

 
Здесь ai,j {0,1}; i =(1,2,…,m-n+2); j = 

(1,2,3,4). Коэффициенты ai,j при базис-
ных циклах определяют принадлеж-
ность описывающего границу грани ба-
зисного цикла соответствующему цвет-
ному 2-фактору. Сложение выполняется 
по законам операции преобразования 
группы Клейна, а умножение – по 
обычным правилам арифметики. Мно-
жество базисных циклов и обода С = 
{c1,c2,…,cm-n+1,c0}. Множество цветов К = 
{1,2,3,0}. Следующие пары трех цветных 
2-факторов индуцируют разную рас-
краску граней:  

(Rc  Bc  Gc )  (
cR   

cB   
cG ) индуци-

рует раскраску Г1 = {П1, С, К},            (21) 

(
cR   Bc  Gc)  (Rc  

cB   
cG ) индуци-

рует раскраску Г2 = {П2, С, К},           (22) 



(Rc  
cB   Gc)  (

cR   Bc  
cG ) индуци-

рует раскраску Г3 = {П3, С, К},           (23) 

(Rc  Bc  
cG )  (

cR  
cB   Gc) индуци-

рует раскраску Г4 = {П4, С, К}.            (24) 

6. Принцип построения 
плоских кубических гра-
фов 

Произвольный плоский кубический 
граф без мостов можно построить на 
плоскости путем введения новых ребер 

в предыдущий граф следующими спосо-
бами: 

Способ 1. Расположить две новые 
вершины на двух ребрах принадлежа-
щих одному базисному циклу исходного 
кубического графа без мостов и прове-
сти новое ребро, соединяющее эти вер-
шины (см. рис. 7). 

Способ 2. Расположить две новые 
вершины на одном ребре исходного ку-
бического графа без мостов и провести 
новое ребро, соединяющее эти вершины 
(см. рис. 8).

 
  

  

 

Рис. 7. Первый способ 
построения кубического 

графа H 

Рис. 8. Второй способ по-
строения кубического гра-

фа H 

Рис. 9. Мини-
мальный кубиче-

ский граф 
 
Плоский кубический граф без мостов 

с количеством вершин n-2 до введения 
нового ребра будем называть предыду-
щим, полученный после введения ново-
го ребра c количеством вершин n – по-
следующим. Ребра, на которых находят-
ся вершины вновь вводимого ребра для 
предыдущего графа, будем называть 
сцепленными. Для получения последу-
ющего плоского кубического графа 
сцепленные ребра должны принадле-
жать базисному циклу. Минимальным 
графом для первоначального построе-
ния является кубический граф с двумя 
вершинами и тремя ребрами (см. рис. 
9). 

Заметим, что цвет вновь вводимого 
ребра соответствует цвету гамильтоно-
вого диска (диска 2-фактора), на кото-
ром находятся концы вновь вводимого 
ребра. Действительно, вновь введенное 
ребро увеличивает количество вершин 
диска ровно на 2, что не влияет на цвет 
диска. Это относится также и к удален-
ным ребрам, не принадлежащим ободу, 
т. к. удаление ребра уменьшает количе-
ство вершин в диске ровно на 2. Если 
ребро введено или удалено с учетом по-

следнего факта, то в результате получим 
раскраску нового плоского кубического 
графа. С учетом описанного, раскраску 
любого плоского кубического графа 
можно свести к последовательному ре-
курсивному процессу: 

 удаление ребер из исходного плоско-
го кубического графа без мостов, с 
целью получения плоского кубиче-
ского графа, раскраска которого из-
вестна; 

 определение сцепленных ребер для 
введения ребра из множества уда-
ленных; 

 поиск цветного диска проходящего 
по сцепленным ребрам; 

 раскраска введенного ребра в цвет 
диска, проходящего по сцепленным 
ребрам; 

 перекраска ребер диска, проходяще-
го по сцепленным ребрам после вво-
да ребра. 

Так как по каждому из сцепленных 
ребер проходит два разных цветных 
диска, то обязательно имеется один 
цветной 2-фактор, принадлежащий 
обоим сцепленным ребрам. И тогда 



возможны следующие комбинации: 
сцепленные ребра принадлежат одному 
цветному диску соответствующего цвет-
ного 2-фактора (1); сцепленные ребра 
принадлежат двум разным дискам соот-
ветствующего цветного 2-фактора (2). 

Если сцепленные ребра одного цвета, 
то выбор цветного 2-фактора из двух 
других цветных 2-факторов тривиален, 
если различного – то общий цветной 2-
фактор будет третьего цвета. В 1-ом слу-
чае (тривиальный случай) вновь вве-
денное ребро может быть легко раскра-
шено. Покажем, что оно может быть 
раскрашено и во втором случае. 

7. Теорема о существо-
вании цветного диска, 
проходящего по сцеплен-
ным ребрам 

Докажем теорему о существовании 
цветного диска, проходящего по сцеп-
ленным ребрам принадлежащим базис-
ному циклу в произвольном плоском 
кубическом раскрашенном графе без 
мостов. Будем обозначать предыдущий 
граф Gpr, а последующий Gsu. 

Лемма 1. Если в предыдущем рас-
крашенном кубическом графе без мо-
стов Gpr существует цветной диск, 
проходящий по двум сцепленным реб-
рам, то последующий кубический граф 
Gsu раскрашен. 

Доказательство. По теореме Пе-
терсена последующий кубический граф 
Gsu состоит из 1-фактора и 2-фактора. 
Если в предыдущем раскрашенном ку-
бическом графе Gpr существует цветной 
диск, проходящий по сцепленным реб-
рам, то соответствующий цветной диск, 
проходящий по вершинам вновь вве-
денного ребра в графе Gsu, увеличивает-
ся на две единицы и может быть рас-

крашен в цвет соответствующего диска в 
графе Gpr. Естественно, что вновь вве-
денное ребро в Gsu принадлежит 1-
фактору и тоже раскрашивается в цвет 
диска, проходящего по вершинам вве-
денного ребра. Следовательно, в этом 
случае, граф Gsu – раскрашиваем. 

Лемма 2. Если в предыдущем рас-
крашенном кубическом графе без мо-
стов Gpr не существует цветного дис-
ка, проходящего по двум сцепленным 
рёбрам, то последующий кубический 
граф Gsu без мостов не плоский и не 
раскрашиваемый. 

Доказательство. Предположим, 
что в предыдущем раскрашенном куби-
ческом графе Gpr не существует цветно-
го диска, проходящего по сцепленным 
рёбрам. Тогда существует два одинаково 
раскрашенных цветных диска, прохо-
дящих по сцепленным ребрам. После 
введения нового ребра в последующий 
граф Gsu, в соответствующем диске ка-
кое-то рядом стоящее ребро должно 
быть окрашено в белый цвет для соот-
ветствия правилам раскраски. Так как в 
этом случае каждый диск, проходящий 
по вершине нового ребра, увеличится в 
длину на одну единицу и станет диском 
нечетной длины (рис. 10). Но тогда реб-
ро, окрашенное в белый цвет, должно 
индуцироваться тремя разноцветными 
базисными циклами для удовлетворе-
ния группового преобразования Клейна: 

W = (R + B + G). 
Но последнее высказывание наруша-

ет условие планарности (напомним, что 
по теореме Маклейна, граф планарен 
тогда и только тогда, когда существует 
базис циклов такой, что по каждому 
ребру проходит не более двух циклов). 
Следовательно, полученный граф не 
плоский. 

 

 



 

 

Рис. 10. Введение белых рёбер в по-
следующий плоский кубический граф 

(на рисунке белые ребра указаны 
стрелками) 

Рис. 11. Случай неопределенной рас-
краски смежных циклов 

 
Рассмотрим случай, когда белое реб-

ро может быть индуцировано двумя 
разноцветными базисными циклами 
(гранями) имеющими одно общее ребро 
для удовлетворения группового преоб-
разования Клейна:  

W = (R + R)   (B + B)   (G + G)   (W + 

W), 

В этом случае возникает противоре-
чие в раскраске циклов (граней) смеж-
ных с раскрашенными циклами (граня-
ми). Эти циклы должны со стороны од-
ного ребра быть раскрашены в один 
цвет, а со стороны другого ребра – в дру-
гой цвет (эти циклы на рис. 11 обозначе-
ны знаком вопроса). То есть, циклы 
должны быть раскрашены двумя цвета-
ми одновременно, что невозможно. Мы 
пришли к противоречию. Следователь-
но, полученный граф не раскрашиваем. 
Лемма доказана. 

Данная лемма утверждает, что появ-
ление ребра белого цвета в последую-
щем кубическом графе Gsu характеризу-
ет не плоский и не раскрашенный куби-
ческий граф. 

Теорема 3. В предыдущем плоском 
раскрашенном кубическом графе без 
мостов Gpr, существует цветной диск, 
проходящий по сцепленным ребрам. 

Доказательство. Если вновь вве-
денное ребро принадлежит базисному 
циклу предыдущего раскрашенного 
плоского кубического графа, то после-
дующий кубический граф Gsu является 
плоским по построению. Но тогда в 
плоском графе не возможно существо-
вание белого ребра, т.к. по теореме Ма-
клейна невозможно существование трех 
циклов проходящих по ребру графа. 
Следовательно, ребра графа могут быть 
раскрашены только в три цвета. А это 
значит, что в предыдущем плоском рас-
крашенном кубическом графе без мо-
стов Gpr существует цветной диск, про-
ходящий по сцепленным ребрам. Поня-
тие предыдущего раскрашенного плос-
кого кубического графа можно распро-
странить на все множество раскрашен-
ных плоских кубических графов. Теоре-
ма доказана. 

8. Теорема о реберной 
раскраске плоского куби-
ческого графа 

Теорема 4. Хроматический класс 
произвольного плоского кубического 
графа без мостов равен трем. 

Доказательство проведем методом 
математической индукции.  



а) очевидно, что ребра минимального 
плоского кубического графа всегда 
можно раскрасить тремя цветами (см. 
рис. 9); 

б) предположим, что имеется преды-
дущий плоский раскрашенный кубиче-
ский граф без мостов. Вводим новое 
ребро в произвольном базисном цикле 
или ободе для получения последующего 
раскрашенного плоского кубического 
графа без мостов. Согласно Теореме 3, 
данное ребро обязательно раскрашено. 
Тем самым произведена раскраска по-
следующего плоского кубического гра-
фа без мостов. 

Следствие 4.1. В плоском кубиче-
ском графе без мостов существует 
цветной 2-фактор с дисками четной 
длины. 

Теорема 5. (Визинг) [17,18]. Рёбра 
любого неориентированного графа мо-
гут быть раскрашены в число цветов, 
максимум на единицу большее макси-
мальной степени  вершин графа.  

По меньшей мере,  цветов необхо-
димо всегда, так что неориентирован-
ные графы можно разбить на два класса 

– графы "первого класса", для которых 
 цветов достаточно, и "второго класса", 
для которых необходимо 1  цветов. 
Из доказанной теоремы 4 следует, что 
плоские кубические графы без мостов 
следует отнести к "первому классу". 

9. Теорема о четырех 
красках 

Теперь можно доказать теорему о че-
тырех красках. 

Теорема 6. Хроматическое число 
максимально плоского графа равно че-
тырем. 

Это следует из теорем 1 (Тэйта) и 4, а 
также того факта, что базисные циклы и 
обод плоского кубического графа Н ду-
альны вершинам максимально плоского 
графа G. 

10. Ротация цветных 
дисков 

Для поиска диска проходящего по 
сцепленным ребрам нам понадобится 
операция перекраски ребер. 

 
  

 

 

Рис. 12. Синий диск до ротации Рис. 13. Синий диск после ротации 
  
Для перекраски ребер введем операцию ротации. Под ротацией цветного гамиль-

тонова диска будем понимать изменение последовательности раскраски ребер данного 
диска. Ротация диска приводит к изменению других цветных гамильтоновых квази-
циклов. На рис. 12 представлен синий диск до ротации, а на рис. 13 – после ротации. 
Операция ротации дисков может быть описана как перестановка двух ребер в других 
цветных 2-факторах. Например, для графа, представленного на рис. 6, цветные 2-
факторы до ротации синего диска имеют вид: 

синий 2-фактор – {e1,e3,e5,e6,e7,e8,e10,e11,e13,e14}, 
красный 2-фактор – {e1,e2,e4,e6,e9,e10,e11,e12,e13,e15}, 
зеленый 2-фактор – {e2,e3,e4,e5,e7,e8,e9,e12,e14,e15}. 
  



  

Рис. 14. Раскраска графа до ротации 
Рис. 15. Раскраска графа после рота-

ции 
  
После ротации синего диска: 
синий 2-фактор – {e1,e3,e5,e6,e7,e8,e10,e11,e13,e14}, 
красный 2-фактор – {e1,e2,e4,e7,e8,e9,e11,e12,e14,e15}, 
зеленый 2-фактор – {e2,e3,e4,e5,e6,e9,e10,e12,e13,e15}. 
В красном и зеленом 2-факторах произошла перестановка следующих пар ребер (e6 

«e7), (e8 «e10), (e13 «e14). 
  
Рассмотрим пример, когда для раскраски нового ребра необходимо применить опе-

рацию ротации дисков.  
Пример 1. На рисунке 16 представлена раскраска кубического графа, где концы 

вновь введенного ребра принадлежат двум дискам синего цвета и двум дискам зелено-
го цвета [19,20]. Рассмотрим способы раскраски в этом особом случае. Для данного ку-
бического графа Н (см. рис. 17) выберем базисные циклы: 

c1 = {e2,e3,e8,e10}, c2 = {e1,e2,e4,e6}, c3 = {e9,e10,e11,e13}, c4 = {e4,e5,e7,e18},  
c5 = {e11,e12,e14,e23}, c6 = {e6,e7,e8,e9,e12,e15,e17,e24}, c7 = {e16,e17,e20,e22},  
c8 = {e15,e16,e18,e19}, c9 = {e21,e22,e23,e24}. 
Формируем обод, c0 = {e1,e3,e5,e13,e14,e19,e20,e21}.  
  

 

 

Рис.16. Два диска одного цвета и вве-
дение нового ребра. 

Рис. 17. Раскраска базисных цик-
лов. 

  
Тогда цветные 2-факторы можно записать в виде: 

Rc = (c2  c4  c8)  (c3  c5  c9) = ({e1,e2,e4,e6}  {e4,e5,e7,e18}  {e15,e16,e18,e19})  

 ({e9,e10,e11,e13}  {e11,e12,e14,e23}  {e21,e22,e23,e24}) =  

= {e1,e2,e5,e6,e7,e9,e10,e12,e13,e14,e15,e16,e19,e21,e22,e24}; 



Bc = (c1  c2  c3)  (c7  c8  c9)  = ({e2,e3,e8,e10}  {e1,e2,e4,e6}  {e9,e10,e11,e13})  

 ({e16,e17,e20,e22}  {e15,e16,e18,e19}  {e21,e22,e23,e24}) = 

 = {e1,e3,e4,e6,e8,e9,e11,e13,e15,e17,e18,e19,e20,e21,e23,e24}; 

Gc = c1  c4  c5  c7  = {e2,e3,e8,e10}  {e4,e5,e7,e18}  {e11,e12,e14,e23}  {e16,e17,e20,e22} =  

 = {e2,e3,e4,e5,e7,e8,e10,e11,e12,e14,e16,e17,e18,e20,e22,e23}; 

Wc = c6  c0 = {e6,e7,e8,e9,e12,e15,e17,e24}  {e1,e3,e5,e13,e14,e19,e20,e21} = 

 {e1,e3,e5,e6,e7,e8,e9,e12,e13,e14,e15,e17,e19,e20,e21,e24}; 

cR  = c1  c6  c7   c0 = {e2,e3,e8,e10}  {e6,e7,e8,e9,e12,e15,e17,e24}  {e16,e17,e20,e22}  

  {e1,e3,e5,e13,e14,e19,e20,e21} = {e1,e2,e5,e6,e7,e9,e10,e12,e13,e14,e15,e16,e19,e21,e22,e24}; 

cB  = c4  c5  c6  c0= {e4,e5,e7,e18}  {e11,e12,e14,e23}  {e6,e7,e8,e9,e12,e15,e17,e24}  

  {e1,e3,e5,e13,e14,e19,e20,e21} = {e1,e3,e4,e6,e8,e9,e11,e13,e15,e17,e18,e19,e20,e21,e23,e24}; 

cG  = c2  c3  c6  c8  c0 = {e1,e2,e4,e6}  {e9,e10,e11,e13}  {e6,e7,e8,e9,e12,e15,e17,e24}  

 {e15,e16,e18,e19}  {e1,e3,e5,e13,e14,e19,e20,e21} =  

= {e2,e3,e4,e5,e7,e8,e10,e11,e12,e14,e16,e17,e18,e20,e22,e23}. 

Осуществим операцию ротации дисков. Будем вращать два единичных диска зеленого цве-

та с1 = {e2,e3,e8,e10} и c7 = {e16,e17,e20,e22}. 

Новая раскраска характеризуется другим набором цветных 2-факторов и 1-факторов и поз-

воляет раскрасить вновь введенное ребро красным цветом. 

Rc = c1  c2  c3  c4  c5  c7  c8  c9 = {e2,e3,e8,e10}  {e1,e2,e4,e6}  {e9,e10,e11,e13}  

 {e4,e5,e7,e18}  {e11,e12,e14,e23}  {e16,e17,e20,e22}  {e15,e16,e18,e19}   

 {e21,e22,e23,e24} =  {e1,e3,e5,e6,e7,e8,e9,e12,e13,e14,e15,e17,e19,e20,e21,e24}; 

  

 

 

Рис. 18. Новая раскраска ребер и ба-
зисных циклов. 

Рис. 19. Новая раскраска ребер и 
базисных циклов. 

  

Bc = c2  c3  c8  c9  = {e1,e2,e4,e6}  {e9,e10,e11,e13}  {e15,e16,e18,e19}  {e21,e22,e23,e24}) = 

 = {e1,e2,e4,e6,e9,e10,e11,e13,e15,E16,E18,E19,E21,E22,E23,E24}; 

Gc = c1  c4  c5  c7  = {e2,e3,e8,e10}  {e4,e5,e7,e18}  {e11,e12,e14,e23}  {e16,e17,e20,e22} =  

 = {e2,e3,e4,e5,e7,e8,e10,e11,e12,e14,e16,e17,e18,e20,e22,e23}. 

Применение операции ротации двух зеленых дисков изменяет цвета базисных цик-
лов с красного на синий (см. рис. 18), и тогда вновь вводимое ребро можно окрасить в 
красный цвет (см. рис. 19). 



Приведем примеры раскраски плоских кубических графов, не имеющих гамильто-
нового цикла. Раскраска плоских кубических графов имеющих гамильтонов цикл три-
виальна. Ребра гамильнового цикла раскрашиваются последовательно двумя цветами. 
Оставшиеся ребра, принадлежащие 1-фактору графа, раскрашиваются третьим цветом. 

Пример 2. Рассмотрим раскраску ребер для плоского кубического негамильтоново-
го графа G44 (см. рис. 20). 

  

 
Рис. 20. Плоский кубический негамильтонов граф G44. 

 

 
Рис. 21. Удаление ребер в плоском кубическом негамильтоновом графе G44. 

  
С целью получения совокупности циклов четной длины (дисков) удаляем из графа 

ребра (v2,v7),(v24,v25),(v35,v39). 



 
Рис. 22. Раскраска ребер в выделенных дисках (пусть диски будут зеленые). 

 

 
Рис. 23. Определение цветного диска для введения ребра (v24,v25). 

  
Визуально, находим цветной диск для введения ребра (v24,v25). Это диск 

<v5,v13,v22,v23,v29,v27,v28,v9,v8,v26,v21,v6>. 
  



 
Рис. 24. Введение и раскраска ребра (v24,v25). 

  
Введение и раскраска ребра (v24, v25) представлена на рис. 24. Осуществляется пере-

краска ребер цветного диска <v5, v13, v22, v23, v25, v29, v27, v28, v9, v8, v26, v24, v21, v6>. 
  

 
Рис. 25. Определение цветного диска для введения ребра (v35,v39). 

  
Визуально определяем диск <v16, v17, v20, v19, v40, v41, v42, v37, v38, v36, v34, v18> 

(см. рис. 25) для введения ребра (v35, v39). 
  



 
Рис. 26. Введение и раскраска ребра (v35,v39). 

  
Вводим и раскрашиваем ребро (v35,v39), перекрашиваем ребра в цветном диске 

(см. рис. 26) <v16,v17,v20,v19,v39,v40,v41,v42,v37,v38,v36,v35,v34,v18>. 
  

 
Рис. 27. Определение ротации цветного диска для введения ребра (v2,v7). 

  
Осуществляем ротацию цветного диска <v15,v1,v3,v44> с целью введения ребра (v2,v7). 
  



 
Рис. 28. Нахождение цветного диска для введения ребра (v2,v7) после ротации. 

  
Находим цветной диск <v1, v3, v10, v9, v28, v30, v31, v43, v44, v15, v14, v11, v12, v13, 

v22, v21, v24, v25, v23, v33, v32, v29, v27, v26, v8, v6, v5, v4> для введения ребра (v2, v7). 
Окончательная раскраска негамильтонового графа G44 представлена на рис. 29. 

  

 
Рис. 29. Окончательная раскраска негамильтонового графа G44. 

  
 
 
 
 



Пример 3. Произведем раскраску ребер в негамильтоновом графе G46. 
  

 
Рис. 30. Кубический негамильтонов граф G46. 

 

 
Рис. 31. Удаление ребер с целью получения дисков четной длины. 

  
Удаляем из графа ребра (v9,v33), (v3,v18), (v30,v46), (v6,v26), (v38,v44) с целью получения 

дисков четной длины. 
  



 
Рис. 32. Диски четной длины. 

 

 
Рис. 33. Раскраска дисков четной длины. 

  
Раскрашиваем диски четной длины в зеленый цвет. Тогда ребра данного цветного 

диска раскрашиваются в красный и синий цвета. Ребра, принадлежащие зеленому 
1-фактору графа, также раскрашиваем в зеленый цвет. 

  



 
Рис. 34. Введение ребра (v30,v46). 

 

 
Рис. 35. Поиск диска для введения ребра (v30,v46). 

  
Осуществляем поиск цветного диска для введения ребра (v30,v46). Это синий диск 

<v45,v32,v31,v29,v27,v28>. 
  



 
Рис. 36. Введение ребра (v30,v46) и перекраска ребер диска. 

  
Вводим ребро (v30, v46) и осуществляем перекраску ребер диска 

<v45,v32,v31,v30,v29,v27,v28,v46>. Определяем цветной диск <v27, v28, v7, v5, v25, v23, v20, v4, 
v2, v12, v11, v10, v1, v8, v45, v46, v30, v29, v42, v43, v31, v32, v13, v14, v15, v16, v17, v19, v21, v22, v37, v24> 
с сцепленными ребрами для введения ребра (v6, v26)) 

  

 
Рис. 37. Введение ребра (v6,v26) и перекраска ребер диска. 

  



 
Рис. 38. Поиск цветного диска для введения ребра (v9,v33). 

  
Осуществляем поиск диска для введения ребра (v9,v33). Это диск 

<v17,v19,v21,v22,v37,v24,v26,v27,v28,v7,v6,v5,v25,v23,v20,v4,v2,v12,v11,v10,v1,v9,v8,v45,v46,v30,v29,v42,v
43,v31, 

v32,v33,v13,v14,v15,v16>. 
  

 
Рис. 39. Введение ребра (v9,v33) и перекраска ребер цветного диска. 

  
Введение ребра (v9,v33) и перекраска ребер цветного диска. Определение диска для 

введения ребра (v3,v18). 



 
Рис. 40. Введение ребра (v3,v18) и перекраска ребер цветного диска. 

 

 
Рис. 41. Определение местоположения для введения ребра (v38,v44). 

  
Нахождение цветного диска <v34,v35,v36,v39,v40,v41> для введения ребра (v38,v44). 
  



 
Рис. 42. Окончательная раскраска кубического негамильтонового графа G46. 

  
Пример 4. Раскрасим кубический негамильтонов граф G42. 
  

 
Рис. 43. Кубический негамильтонов граф G42. 

  



 
Рис. 44. Удаление ребер для получения дисков четной длины. 

  
Удаляем из графа ребра (v3,v11),(v18,v22),(v7,v28),(v35,v39),(v41,v42) с целью получения 

дисков четной длины. 
  

 
Рис. 45. Построение дисков четной длины. 

  



 
Рис. 46. Раскраска дисков четной длины (синий цвет). 

  
Производим раскраску дисков четной длины в синий цвет и производим раскраска 

соответствующего 1-фактора также в синий цвет. 
  

 
Рис. 47. Ротация цветного диска для введения ребра (v41,v42). 

  
Осуществляем ротацию цветного диска 

<v21,v16,v17,v14,v10,v9,v2,v1,v8,v30,v29,v32,v36,v37,v40,v24> для введения ребра (v41,v42). 
  



 
Рис. 48. Перекраска ребер в процессе ротации цветного диска. 

 
После проведения ротации, определяем цветной диск <v25,v38,v40,v24>для проведе-

ния ребра (v41,v42). 
  

 
Рис. 49. Введение ребра (v41,v42) и перекраска ребер цветного диска. 

  
После введения ребра (v41,v42) осуществляем ротацию цветных дисков 

<v21,v23,v25,v24> и <v14,v15,v19,v17> для введения ребра (х18,х22). 
  



 
Рис. 50. Раскраска ребер цветного диска после введения ребра (v18,v22). 

  
После введения ребра (v18,v22) перекрашиваем ребра цветного диска 

<v16,v17,v18,v19,v20,v23,v22,v21>. Далее производим ротацию диска 
<v21,v24,v25,v23,v20,v13,v4,v2,v9,v16,v17,v14,v10,v12,v15,v19,v18,v22> для введения ребра (v3,v11). 

  

 
Рис. 51. Введение ребра (v3,v11) и перекраска ребер в цветном диске. 

  
Для введения ребра (v35,v39) производим ротацию цветного диска <v31,v32,v36,v34>. 
  



 
Рис. 52. Перекраска ребер после операции ротации цветного диска. 

  
Производим перекраску ребер цветного диска <v31,v32,v36,v34>. 
  

 
Рис. 53. Введение ребра (v35,v39) и перекраска ребер цветного диска. 

  
Вводим ребро (v35,v39) и перекрашиваем ребра цветного диска 

<v33,v34,v35,v36,v37,v40,v39,v38> 
  



 
Рис. 54. Определение цветного диска для введения ребра (v7,v28). 

  
Осуществляем ротацию диска 

<v6,v8,v30,v37,v40,v42,v24,v21,v16,v17,v18,v22,v23,v25,v41,v38,v39,v35,v36,v32,v29,v27,v31,v34,v33,v26> 
для введения ребра (v7,v28). Введение ребра (v7,v28) и окончательная раскраска нега-
мильтонового графа G42: 

  

 
Рис. 55. Окончательная раскраска негамильтонового графа G42.

 



11. Визуальный алго-
ритм раскраски ребер  

шаг 0. [Инициализация]. Удаля-
ем ребра из графа для получения цвет-
ных дисков.  

шаг 1. [Раскраска выбранных 
дисков]. Раскрашиваем ребра выбран-
ных дисков двумя цветами. Ребра цвет-
ного 1-фактора раскрашиваем третьим 
цветом. 

шаг 2. [Поиск цветного диска 
для сцепленных ребер]. Выбираем 
вводимое ребро. Визуально осуществля-
ем поиск цветного диска для сцеплен-
ных ребер выбранного вводимого ребра. 
Если такого цикла не найдено, идем на 
шаг 3. Иначе на шаг 4. 

шаг 3. [Осуществляем ротацию 
цветных дисков]. Осуществляем ро-
тацию цветных дисков для получения 
цветного диска, проходящего по сцеп-
ленным ребрам. 

шаг 4. [Проверка подключения 
ребра]. Проверяем подключение ребер. 
Если не все ребра подключены, то идем 
на шаг 2. Иначе конец работы алгорит-
ма. 

Выводы 
В данной работе показано, что рас-

краска ребер и граней в плоском куби-
ческом графе без мостов осуществляется 
по законам преобразования группы 
Клейна четвертого порядка. На основа-
нии этого подхода представлено дедук-
тивное доказательство теоремы о четы-
рех красках. Доказательство основано на 
свойствах планарных графов учитыва-
ющих тесную связь между раскраской 
ребер плоского кубического графа и 
раскраской его граней. 

Для проведения вычислительного 
процесса раскраски и перекраски ребер 
плоского кубического графа в три цвета 
введена операция ротации цветных дис-
ков. Вычислительную сложность алго-
ритма можно определить в зависимости 
от количества удаленных ребер графа 
как О(m).  
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