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Аннотация 

Работа посвящена проблеме анализа многомерных данных в задачах многокрите-
риальной оптимизации. Авторами сформулирована постановка задачи анализа в об-
щем виде и рассмотрен пример проведения такого анализа для задачи оптимизации 
двухмассовой динамической модели. В качестве метода решения задачи выступает ме-
тод визуализации. В работе дано краткое описание метода. Кроме того, подробно опи-
сывается конвейер визуализации, применяемый для решения задачи анализа. Сфор-
мулированы суждения трёх типов, которые может вынести аналитик. Предложен алго-
ритм решения задачи анализа с использованием метода визуализации. Описано разра-
ботанное программное средство Visual Analytics Tool, реализующее описанный конвей-
ер визуализации и позволяющее производить анализ многомерных данных в соответ-
ствии с предложенным алгоритмом. Описаны полученные результаты применения 
программного средства для анализа данных двухмассовой динамической модели. Про-
ведённый анализ позволяет строить суждения о чувствительности значений целевых 
функций к изменениям параметров, выделять кластеры решений, наиболее близких к 
идеалу, а также о влиянии функциональных ограничений на получаемые значения це-
левых функций. 
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Введение 
Современные конструкторские разра-

ботки и проектирование представляют 
собой процесс выбора наиболее подхо-
дящей конфигурации разрабатываемого 
объекта из числа возможных. При этом 
для сокращения затрат на изготовление 
прототипов используется моделирова-
ние. Выделяется ряд варьируемых па-
раметров, характеризующих прибор, 
устройство, механизм и т.д., задаются 
ограничения на значения этих парамет-
ров, определяются критерии, по кото-

рым будет производиться отбор моде-
лируемых объектов. Таким образом, пе-
ред конструктором возникает задача 
многокритериальной оптимизации.  

Под многокритериальной оптимиза-
цией понимается процесс одновремен-
ной оптимизации двух или более кон-
фликтующих целевых функций C в за-

данной области определения . Найти 
наилучшее решение – значит найти од-
но или несколько таких совокупностей 

значений переменных  из области 
определения, при которых значения це-

https://doi.org/10.26583/sv.10.2.03
mailto:z@wqc.me
mailto:nelubin_andrey@inbox.ru
mailto:aalexgalaev@gmail.com
mailto:DDPopov@mephi.ru
mailto:VVPilyugin@mephi.ru
mailto:symisyurin@mephi.ru


левых функций были бы приемлемыми 
для лица, поставившего задачу.  

В [1] представлен алгоритм решения 
оптимизационной задачи с одной целе-
вой функцией. Также существуют раз-
личные подходы к решению многокри-
териальных задач, так, например, в ра-
ботах [2] и [3] рассматриваются разви-
тия американской и французской школ 
решения многокритериальных задач. 
Общим в этих подходах является то, что 
в процессе решения задачи возникают 
наборы многомерных данных, которые 
требуется проанализировать. Различа-
ются подходы по тому, как именно про-
водится анализ этих данных: какие 
предпосылки делаются и какие сужде-
ния получаются в результате анализа. 

Во всех вышеупомянутых работах мы 
видим активное использование визуа-
лизации. Программные системы, рас-
сматриваемые в этих работах, позволя-
ют получать изображения, которые по-
могают аналитику в процессе решения 
задачи. Эти изображения могут стро-
иться для наглядного представления ре-
зультатов анализа, а также могут - для 
представления многомерных данных, 
возникающих на промежуточных этапах 
решения, чтобы определить дальней-
шие шаги. Таким образом, визуализа-
ция естественным образом вошла в кон-
цепцию решения задач многокритери-
альной оптимизации.  

Джеймс Томас сформулировал пара-
дигму визуальной аналитики – способ 
решения задач анализа данных с ис-
пользованием способствующего интер-
активного интерфейса. Она призвана 
совместить пространственно-образное 
мышление человека с огромными вы-
числительными возможностями совре-
менных компьютеров. В процессе реше-
ния задачи программно может произво-
диться сложное численное моделирова-
ние, но при этом обратная связь с ана-
литиком всегда осуществляется посред-
ством изображений на экране монитора. 
Конкретной формой визуальной анали-
тики является метод визуализации, 
описанный в [4]. Он включает в себя 
конвейер визуализации и визуальный 
анализ полученных изображений с по-

следующей интерпретацией результатов 
анализа. Конвейером визуализации 
называется интерактивный и итератив-
ный алгоритм построения изображений. 

В данной работе описан процесс раз-
работки программы визуального анали-
за многомерных данных в задачах мно-
гокритериальной оптимизации. О пре-
имуществах использования визуализа-
ции при решении задач многокритери-
альной оптимизации рассказывается в 
работе [5]. В настоящей статье также 
показаны возможности разработанной 
программы и примеры её использова-
ния. В последствии она станет частью 
программного комплекса, предназна-
ченного для решения задач многокри-
териальной оптимизации. Его разработ-
ка представляет собой большой проект 
Института Интеллектуальных Киберне-
тических Систем НИЯУ МИФИ. Про-
грамма визуального анализа данных 
разрабатывается коллективом УНЛ 
№227 «Научная визуализация». 

1. Формальная постановка задачи 
анализа 

При решении задач многокритери-
альной оптимизации возникает задача 
анализа данных. В общем виде она 
выглядит следующим образом: 

Дано: 

  – множество дей-
ствительных переменных, за-
данных на области определения. 

  – m процедурно 
заданных целевых функций этих 
переменных. 

𝑐𝑧  =  𝑐𝑧 (𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛),  
где z ∈ [1 .. m]. 

  – k процедурно 
заданных функций, задающих 
дополнительные ограничения на 

область определения . 

, 

 где ,  - действительные 
числа, i ∈ [1 .. q], j ∈ [1 .. k]. 

Требуется: 
Сформировать суждения о совмест-

ном поведении функций множества C 
на области их определения. 



В статье рассматривается задача мно-
гокритериальной оптимизации, опи-
санная в [6], которая сводится к задаче 
анализа данных с q = 5, k = 3, m = 4. Она 
имеет вид: 

Задана двухмассовая динамическая 
модель, см. рисунок 1. Здесь М1 и М2 

массы, К1 и К2 – жёсткости, С – демпфи-
рование. Таким образом, 

 К массе М1 приложе-

на гармоническая сила , 
Р=2000 Н; w=30 (с-1).

 
  

 
Рисунок 1. Динамическая модель. 

 
Уравнения движения имеют следую-

щий вид: 

 
 
Заданы пять варьируемых парамет-

ров: 
p1 = К1, p2 = К2, p3 = М1, p4 = М4, p5 = С 
 
и границы вариации, образующие 

параллелепипед П,  
 

1.1106p12.0106 (Н/м); 

4.0104p25.0104 (Н/м); 

950p31050 (кг); 

30p470 (кг); 

80p5120 (Нс/м). 
 

  

Имеются три функциональных огра-
ничения Г (на сумму масс и на парци-
альные частоты): 

(кг); 

 

Верхние ограничения на  и 

 не являются жесткими и могут в 
некоторых пределах изменяться. 

Путём объединения параллелепипеда 
П и функциональных ограничений Г 
получим область определения T. 

Оптимизация проводилась по четы-
рём критериям качества: 

C1 = Х1 (мм) – амплитуда колебаний 
первой массы, минимизируется. 

М1 + М2 (кг) – металлоёмкость систе-
мы, максимизируется. В настоящей ра-
боте этот критерий был заменён на кри-
терий C2 = 1120 – (М1 + М2), чтобы све-
сти задачу к задаче минимизации для 
всех критериев качества. 1120 кг – мак-
симально возможное значение М1 + М2, 
так как в условии задачи присутствуют 

ограничения М1  1050 и М2  70. 

C3 = Х1/Х1st и C4 =/g2 (безразмерные 
величины) – динамические характери-
стики системы, где Х1st – статическое от-
клонение массы М1 под воздействием 
силы Р, минимизируются. 

В процессе решения задачи с исполь-
зованием компьютера данная постанов-
ка задачи была представлена в виде 
файла формата lua, в котором в тексто-
вом виде представлены названия пере-
менных, ограничений с соответствую-
щими значениями и целевых функций в 

 pg2

 pg3



виде функций языка программирова-
ния. 

Требуется: 
Сформировать суждения о совмест-

ном поведении критериев качества 

C1 = Х1, C2 = -(М1 + М2), C3 = Х1 /Х1st и 

C4 =/g2 в указанных границах вариа-
ции П: 

1.1106p12.0106 (Н/м); 

4.0104p25.0104 (Н/м); 

950p31050 (кг); 

30p470 (кг); 

80p5120 (Нс/м). 

2. Выбор метода реше-
ния поставленной задачи 

Для решения поставленной задачи 
анализа многомерных данных был вы-

бран метод визуализации. Суть метода 
визуализации заключается в том, что 
исходным анализируемым данным при 
помощи прикладной программы визуа-
лизации ставится в соответствие неко-
торая их статическая или динамическая 
графическая интерпретация, которая 
визуально анализируется, а результаты 
анализа этой графической интерпрета-
ции затем истолковываются по отноше-
нию к исходным данным. То есть, метод 
представляет собой последовательное 
решение двух задач: задачи непосред-
ственно визуализации и задачи визу-
ального анализа изображений с после-
дующей интерпретацией полученных 
результатов по отношению к исходным 
данным.

 
  

 
Рисунок 2. Решение задачи анализа данных методом визуализации. 

  
Алгоритм представления анализируемых данных в виде их некоторого графического 

изображения предусматривает выполнение следующих шагов: 
  

 
Рисунок 3. Конвейер визуализации. 

 
Совокупность этих шагов, последова-

тельно выполняемых во времени, при-
нято называть конвейером визуализа-
ции (visualization pipeline). 

2.1. Конвейер визуализации 
Задание исходных данных (Sourcing) 

– процесс получения исходных данных 
конвейера визуализации. Исходные 
данные могут быть получены различ-
ными способами, как в виде таблицы, 

так и в виде значений заданных функ-
ций.  

Фильтрация (Filtering) - предвари-
тельная обработка исходных данных и 
получение результирующих отфильтро-
ванных данных, которые будут исполь-
зоваться в дальнейшем для визуализа-
ции. Примерами операций этапа филь-
трации могут быть интерполяция и 
сглаживание исходных данных. 



Процесс фильтрации не является 
обязательным и в общем случае может 
отсутствовать. 

Мэппинг (Mapping) – отфильтрован-
ным данным ставится в соответствие 
описание пространственной сцены, ко-
торое включает в себя геометрическую 
модель этой сцены и описание её опти-
ческих характеристик. Геометрическая 
модель представляет собой совокуп-
ность трёхмерных геометрических при-
митивов или/и сложных геометриче-
ских объектов.  

Рендеринг (rendering) – получение 
графического изображения результатов 
мэппинга. 3D рендеринг имеет ряд па-
раметров, к ним относятся:  

1. Камера 
2. Источники освещения 
3. Среда пространственной сцены 

2.2. Визуальный анализ по-
лученного изображения 

Процесс визуального анализа графи-
ческого изображения заключается в ви-
зуальном анализе той пространственной 
сцены, которой поставлено в соответ-
ствие это изображение. Визуальный 
анализ пространственной сцены строго 
не формализуем. В качестве основных 
задач, решаемых человеком в процессе 
анализа, можно выделить следующие: 
анализ формы пространственных объ-
ектов, анализ их взаимного расположе-
ния и анализ оптических атрибутов про-
странственных объектов. В случае, когда 
человек не удовлетворен результатами 

анализа, для получения лучших резуль-
татов повторно выполняются все или 
часть шагов конвейера визуализации. В 
результате, решение задачи анализа ис-
ходных данных методом визуализации 
усложняется и становится итеративным 
и интерактивным. 

3. Разработка алгоритма 
решения поставленной 
задачи 

Как было указано выше, выбранный 
метод решения задачи анализа предпо-
лагает последовательное решение двух 
задач: задачи непосредственно визуали-
зации и задачи визуального анализа 
изображений с последующей интерпре-
тацией полученных результатов по от-
ношению к исходным данным. Рассмот-
рим разработанный алгоритм конвейе-
ра визуализации.  

Конвейер состоит из четырёх этапов: 
Sourcing, Filtering, Mapping и Rendering. 
Выполнение всех этапов конвейера яв-
ляется интерактивным и итеративным, 
запускать конвейер визуализации мож-
но повторно с любого этапа. Места, в ко-
торых предусмотрено влияние на работу 
конвейера, помечены пиктограммой че-
ловека. Например, получив изображе-
ние один раз, пользователь может запу-
стить конвейер не с начала, а с этапа 
Mapping, предварительно изменив его 
параметры. 

 
  

 
  



 



 
Рисунок 4. Общая схема алгоритма 



 

 
Рисунок 5. Схема конвейера визуализации. 

 
3.1.1. Получение исходных дан-

ных 
На данном этапе происходит получе-

ние исходных данных. Этап является 
управляемым – имеется возможность 
интерактивно редактировать входные 
данные. А именно, пользователю до-
ступно:  

 изменение границ параллелепи-
педа П границ вариации; 

 выбор способа генерации значе-
ний параметров – генерация рав-
номерно распределённых случай-
ных величин или генерация ква-
сислучайных последовательно-
стей Соболя; 

 выбор количества данных для 
расчета. 

Этап содержит два блока: в первом 
при считывании из файла постановки 
задачи анализа данных на выходе име-
ется её описание в виде процедурно за-
данных функций; во втором происходит 
преобразование непрерывных функций 
в дискретные, иначе говоря, происходит 
дискретизация задачи. Данный блок 
позволяет получить упорядоченную со-
вокупность n действительных чисел 
значений функций и переменных. Та-
кую последовательность далее будем 
называть n-кой. 

 
Дискретизация задачи 
Число генерируемых совокупностей 

N значений переменных и целевых 
функций задает пользователь. Таким 

образом, каждая n-ка будет иметь по-

рядковый номер = . Поскольку 
каждая n-ка характеризуется упорядо-
ченной совокупностью n действитель-
ных чисел, значение переменной или 
целевой функции будет иметь обозна-

чение   и  соответственно, где 

 и . Таким образом, мы мо-
жем однозначно определять значения 
рассматриваемых входных переменных 
и соответствующих целевых функций 
конкретной n-ки. 

Были реализованы два метода гене-
рации значений входных переменных 
для определения значений целевых 
функций: случайный и Соболевский. 
Теоретической базой для реализации 
алгоритма генерации входных перемен-
ных методом Соболя послужила работа 
[7]. 

 
3.1.2. Фильтрация 
На данном этапе происходит предва-

рительная обработка данных, получен-
ных на предыдущем этапе: имеется воз-
можность изменять область определе-
ния и выделять значения целевых 
функций, соответствующих Парето-
оптимальным вариантам решений оп-
тимизационной задачи. Данные норма-
лизуются, и на выходе имеются множе-
ство n-ок значений переменных и целе-
вых функций, а также их нормализо-
ванные значения. 



Этап состоит из трёх блоков (см. ри-
сунок 4): в первом пользователь может 
изменить пределы неравенств, задаю-
щих функциональные ограничения Г, 
определенные в постановке задачи, тем 
самым меняя область определения; во 
втором, по желанию пользователя, из 
множества n-ок значений переменных и 
функций выделяются n-ки, оптималь-
ные по Парето; третий блок отвечает за 
нормализацию значений переменных и 
функций. 

 
Нормализация значений пере-

менных и функций 
Для построения геометрической мо-

дели полученные данные нормализуют-
ся линейно таким образом, чтобы все 
значения по каждой переменной и 
функции содержались в пределах отрез-
ка [0, 100]. 

Вычисляются максимальные и ми-
нимальные значения переменных и це-
левых функций среди всех n-ок. Для 
каждой упорядоченной совокупности n 
действительных чисел получим новые 
множества:   

 

, где значения 

 каждой переменной  рассчитывает-
ся по формуле: 

 

 
 

, где значения 

 каждой целевой функции  рассчи-
тывается по формуле: 

∈ [1 … m]. 
Таким образом, идеальное решение 

задачи многокритериальной оптимиза-
ции, имеющее минимальные значения 
по каждому из четырех критериев, ока-
жется в начале координат (0, 0, 0, 0) 
нормализованного пространства крите-
риев. 

 
3.1.3. Мэппинг 
На данном этапе происходит геомет-

ризация данных и построение простран-

ственной сцены. Упорядоченные сово-
купности n действительных чисел рас-
сматриваются как точки в n-мерном 
пространстве. Осуществляется выбор 
трёхмерного подпространства исходного 
n-мерного пространства, которое будет 
использоваться для создания простран-
ственной сцены. Такой подход был 
предложен в работе [8]. 

На данном этапе существуют две точ-
ки входа: первая – при запуске конвейе-
ра визуализации заново с этапа мэппин-
га или получении управления из этапа 
фильтрации; вторая – при добавлении 
пользователем точек для построения 
плоскости. Сразу после получения 
управления, происходит геометризация 
объектов. Множества нормализованных 
параметров и критериев представляют-
ся в виде набора точек в многомерных 
пространствах ℙ и ℭ. В дальнейшем бу-
дем называть их пространством пара-
метров и пространством критериев, со-
ответственно.  

По желанию пользователя, алгоритм 
предусматривает добавление в про-
странства ℙ и ℭ множества отрезков 
между точками и началом координат, 
отрезков, попарно соединяющих точки, 
и плоскостей. 

Последним блоком этого этапа явля-
ется построение сцены. 

Полученные на этапе фильтрации 
множества значений с нормализован-
ными данными используются для обра-
зования трёхмерного пространства {x, y, 
z} следующим образом: вводится тройка 
чисел {a, b, c}, где a, b, c ∈ [1 … q+m], эти 
числа будут определять выбранное в 
данный момент подпространство таким 

образом, что x = {
𝑝𝑎̃, 𝑎 ≤ 𝑞

𝑐𝑎−𝑞̃ , 𝑎 > 𝑞
; y и z опи-

сываются аналогичным образом. 
Затем многомерные точки проециру-

ются на заданное подпространство. В 
выбранном {x, y, z} множество троек (xi, 
yi, zi) определяется следующим обра-

зом: xi = {
𝑝𝑖𝑎̃, 𝑎 ≤ 𝑞

𝑐𝑖𝑎−𝑞̃ , 𝑎 > 𝑞; yi и zi задаются 

аналогичным образом, i∈[1, N].  



На множествах  и  нормализован-
ных данных, полученных на этапе 
фильтрации, введём функции: 

  – функцию расчёта рас-
стояний между точками i и j, 

  – функцию расчёта рас-
стояния до начала координат. 
 

Они принимают следующие значе-
ния: 

 В случае если все элементы {x, y, 
z} содержатся во множестве ℙ: 

, 

. 
 

 В случае если все элементы {x, y, 
z} содержатся во множестве ℭ: 

, 

 
 

 В противном случае, не за-
даётся. 
 

При построении сцены осуществляет-
ся добавление набора линий, ограничи-
вающих куб [0, 100], три цилиндра для 
обозначения направления осей X, Y и Z 
и текстовые подписи осей. Затем, точки 
дополняются до трёхмерных сфер, 
плоскости размещаются на сцене, впи-
сываясь в куб [0, 100], отрезки допол-
няются до цилиндров.  

  
Под сферой подразумевается про-

странственный объект со следующими 
геометрическими и оптическими харак-
теристиками. 

Геометрические характеристики: 

, 
где pi – координаты центра сферы,  
r – радиус, задаваемый пользовате-

лем, и по умолчанию равный единице. 
Оптические характеристики: 

 

 

 Под цилиндром подразумевается 
пространственный объект со следую-
щими геометрическими и оптическими 
характеристиками. 

Геометрические характеристики: 

, 
где A и B -  точки, соответствующие 

основаниям цилиндра,  
r – радиус, задаваемый пользовате-

лем. 
Оптические характеристики: 

 

 

,  

 
где d = d1 в случае соединения точек 

пространств ℙ и ℭ отрезками с нулевой 
точкой,  

d = d2 в случае попарного соединения 
точек пространств ℙ и ℭ отрезками. 

  
Под плоскостью подразумевается 

пространственный объект со следую-
щими геометрическими и оптическими 
характеристиками. 

Геометрические характеристики: 

, 
где A, B и С -  точки, заданные поль-

зователем для построения плоскости. 
Оптические характеристики: 

 

 
Результатом выполнения этапа явля-

ются геометрическая и оптическая мо-
дели сцены. Эти модели используются 
для получения проекционного графиче-
ского изображения на этапе rendering. 

 
3.1.4. Рендеринг 
Результатом этапа рендеринг являет-

ся проекционное изображение про-
странственной сцены. На этом этапе за-
даются атрибуты визуализации: поло-
жение камеры, положение источника 
света, угол обзора, физические характе-
ристики среды. Пользователь имеет 
возможность менять положение и 
направление камеры, выбирать орто-
графическую или изометрическую про-
екцию.  



3.2. Решение задачи ви-
зуального анализа и ис-
толкование результатов 
по отношению к исход-
ным данным 

Результатом выполнения этапа мэп-
пинг являются геометрическая и опти-
ческая модели сцены. Нами были пред-
ложены суждения трёх типов, которые 
можно сделать в процессе визуального 
анализа полученной пространственной 
сцены.  

1) Суждение о схожести и различии 
положения сфер (значений целевых 
функций):  

Выделив несколько близко располо-
женных сфер в одном трехмерном под-
пространстве цветом и изменив анали-
зируемое трёхмерное подпространство, 
аналитик может понять, сохраняется ли 
данная близость в других подпростран-
ствах. 

2) Суждение о схожести и различии 
положения сфер по отношению к нача-
лу координат: 

 Можно делать выводы о близо-
сти положения сфер к началу ко-
ординат в выбранном трёхмер-
ном подпространстве. Меняя 
подпространства, аналитик мо-
жет сделать выводы о близости 
положения сфер к нулю в n-
мерном пространстве. В рамках 
рассматриваемой оптимизаци-
онной задачи ноль в n-мерном 
пространстве является идеаль-
ной точкой. 

 Меняя пороговое значение d1, 
при котором будут появляться 
цилиндры между началом коор-
динат и сферами, расстояние до 
которых от начала координат 
меньше порогового значения, 
можно сделать выводы о близо-
сти значений целевых функций к 
нулю. Определение степени раз-
личия положения сфер друг от-
носительно друга производится, 
ориентируясь на цвет цилин-
дров. Синий цвет обозначает рас-
стояние, близкое к пороговому, 

красный – малое, по сравнению с 
ним. Отсутствие цилиндров го-
ворит о большем расстоянии, 
чем заданное пороговое значе-
ние. 

3) Суждение о кластерах сфер: 

 Меняя пороговое значение d2, 
при котором будут появляться 
цилиндры между сферами, 
расстояние между которыми 
меньше порогового значения, 
можно будет сделать выводы о 
близости n-ок друг с другом. 
Цвет позволит понять, 
насколько далеко друг от дру-
га они находятся.  

 Выделяя цветом интересую-
щие сферы, аналитик может, 
работая в пространстве пара-
метров, изучить поведение 
сфер, образующих кластеры в 
пространстве целевых функ-
ций. 

4. Разработка програм-
мы и экспериментальная 
апробация 

Разработка программных модулей 
интерактивного визуального анализа 
многомерных данных состояла из четы-
рёх основных частей: реализации ин-
терфейса хранения и обработки полу-
ченных многомерных данных, реализа-
ции функции получения визуального 
представления многомерных данных, 
разработки интерфейса пользователя. 
Для реализации алгоритмов была напи-
сана программа Visual Analytics Tool. 
Язык программирования – C# с исполь-
зованием инструмента разработки Unity 
в модулях расчёта и визуализации дан-
ных, а также Lua для описания модели 
задачи. 

Методология разработки предусмат-
ривает итеративный подход, который 
заключается в обсуждении промежу-
точных результатов на научных семина-
рах разработчиков. Была использована 
система контроля версий Gitlab. Она 
позволяет не только удобно и быстро 
обмениваться исходным кодом, но и со-
держит в себе механизм отслеживания 



задач, механизм автоматической сборки 
проекта и сохранения новых (и уже су-
ществующих) готовых к запуску версий. 

При запуске программы пользователь 
может ознакомиться с постановкой за-
дачи в общем виде, выбрать файл, со-
держащий постановку задачи, посмот-
реть её и перейти к генерации данных. 
Окно, с которым взаимодействует поль-
зователь, имеет три вкладки, в одной из 
которых он непосредственно задает па-
раметры дискретизации и принимает 
решение о выделении сфер, соответ-
ствующих Парето-оптимальным вари-
антам решений оптимизационной зада-
чи. Вторая вкладка позволяет изменить 
пределы неравенств, задающих функ-
циональные ограничения Г. В третьей 
пользователь может увидеть сгенериро-
ванные числовые значения в табличном 
виде. 

  

 
 

 
 

 
 

 

Рисунок 6. Окна программы. 
 

Управление сценой реализовано при 
помощи нескольких окон, позволяющих 
изменять значения длин отрезков d1 и 

d2, радиус сфер на сцене, выбрать про-
екцию камеры, включить отображение 
только отмеченных пользователем сфер, 



показать список ограничивающих плос-
костей и отредактировать его. Панели 
можно свернуть. 

4.1. Результаты работы про-
граммы 

Программа позволяет сгенерировать 
указанное пользователем количество 
данных, после чего визуально их про-
анализировать. Программа своевремен-
но реагирует на нажатия и движения 
мыши. В процессе тестирования генери-
ровались данные о 100’000 точек. При 
проведении испытаний на различных 
компьютерах, время расчета и добавле-
ния точек на сцену не превышало 60 се-
кунд. 

Стоит заметить, что проделанная над 
пользовательским интерфейсом работа 
достаточна, чтобы обеспечить удобную 
манипуляцию многомерными данными 
для аналитика. Ему предоставлены не 
только возможности менять подпро-
странство {x, y, z} и строить цилиндры 
между сферами, но также возможность 
вращения камеры на сцене и переклю-
чения её проекции между перспектив-
ной и ортогональной. Важно отметить, 
что пользователю доступна возмож-
ность изучить данные в табличном виде. 

5. Проведенный анализ 
Проведём визуальный анализ сцены, 

описанный в п. 3.2. 
Выбираем облако сфер в простран-

стве параметров:  

 

 
Рисунок 7. Облако сфер 

  
Рассмотрим следующий диапазон 

значений:  
1.1*106 < К1 < 1.37*106; 
4.0*104 < К2 < 4.3*104; 

1020 < М1 < 1050; 
30 < М2 < 58; 
80 < С < 120. 

  
Осуществим переход в пространство 

критериев и зададим пороговое значе-
ние, при котором сферы из облака свя-
зываются цилиндрами. Иными 
словами, образуют кластеры. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
Рисунок 8. Кластеры в пространстве критериев 

 
Имея подпространство, образованное 

целевыми функциями , соответ-
ственно по осям абсцисс, ординат и ап-
пликат, изменим подпространство, про-

изведя замену целевой функции   на 

.   
  

 
Рисунок 9. Кластеры в изменен-

ном подпространстве. 
  
Из рисунка 10 вынесем суждение ти-

па 3 (о кластерах сфер). На рисунке 
можно заметить, что две пары сфер, ви-
зуально находящихся на одном расстоя-
нии в трехмерном пространстве, имеют 
попарно соединяющие их цилиндры 
разного цвета. Из этого можно сделать 

вывод о том, что значения не принятых 
в рассмотрение критериев различны. 

  

 
Рисунок 10. Попарное сравнение 

расстояния между точками. 
  
Также можно заметить, что облако в 

пространстве параметров образует кла-
стер близко расположенных друг к дру-
гу точек, в то время как в пространстве 
критериев точки более отдалены друг от 
друга. Таким образом можно сделать 
вывод, что незначительное изменение в 
пространстве параметров ведёт к значи-
тельному изменению в пространстве 
критериев. Это наблюдение полезно в 
контексте анализа чувствительности 
решения к изменению параметров. 

Вынесем суждение типа 2 о близости 
значений целевых функций к мини-
мальным, то есть к идеальному реше-
нию в начале координат. Проводя визу-



альный анализ, отметим наименьшие, 
то есть более предпочтительные значе-
ния целевых функций. 

Из рисунка 11 можно увидеть, что: 

1)    Значения функции  близки к 
минимальному – сферы образуют скоп-
ление возле плоскости OYZ.  

2)      Значения функций  разбро-
саны по всей области определения, зна-
чения целевой функции сильно отлично 
от минимального – сферы распределе-
ны по всей сцене в профильной проек-
ции. 

  

 
a 

 

 
б 
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г 

Рисунок 11. Сцена со сферами и 
цилиндрами: 

а – фронтальная проекция; б – 
профильная проекция; в – гори-
зонтальная проекция; г – проек-
ционное изображение 

  
Вынесем суждение типа 1 о схожести 

и различии положения сфер. Значения 

двух целевых функций  образуют 
облако точек. Граница этого облака по 
форме сильно напоминает гиперболу, из 
чего можно сделать предложение, что 
это связано с наложенными на парамет-
ры функциональными ограничениями.  

Для функций  зависимость не 
наблюдается – сферы распределены 
практически равномерно. 



У функций  значения распреде-
ляются вблизи малых по отношению к 

нулю значений функции  – сферы 
распределены вдоль одной из осей. 

  
Выделим цветом близкие к нулю 

сферы в пространстве критериев. Для 
этого воспользуемся возможностью 
строить цилиндры до начала координат. 

  

 
Рисунок 12. Сцена со сферами и 

цилиндрами. 

рейдём в пространство параметров и 
отметим цветом ближайшие к выделен-
ным сферы.  

  

 
Рисунок 13. Сцена со сферами и 

цилиндрами. 
  
Перейдём обратно в пространство 

критериев. 
 

 

 
Рисунок 14. Сцена со сферами и цилиндрами. 

  
 
 



Вынесем суждение типа 1 о схожести 
и различии положения сфер для рисун-
ка 14. Сферы, близкие в пространстве 
параметров к выделенным первона-
чально сферам, не являются близкими в 
пространстве критериев. Это означает, 
что при небольшом изменении пара-
метров, значение целевой функции зна-
чительно меняется. 

Заключение 
В статье были описаны разработка и 

использование программного средства 
визуального анализа. Визуальная ана-
литика применялась в отношении зада-
чи многокритериальной оптимизации, 
общее представление о которой было 
приведено вначале. Также была постро-
ена модель данных для многокритери-
альных задач, разработан алгоритм, 
позволяющий осуществлять анализ этих 
данных методом визуализации. С по-
мощью реализованной программы был 
проведён анализ данных задачи, свя-
занной с оптимизацией двухмассовой 
динамической модели. 

Была проанализирована чувстви-
тельность решений оптимизационной 
задачи, показано, что решения являют-
ся неустойчивыми: при небольших из-
менениях параметров модели происхо-
дит существенное изменение её оптими-
зационных критериев. Визуально была 
выделена совокупность решений зада-
чи, являющаяся оптимальной по агре-

гированному критерию . Так-
же, по форме проекций многомерных 
облаков точек были сделаны суждения о 
наличии зависимости между оптимизи-
руемыми критериями. 

В дальнейшем планируется развитие 
в нескольких направлениях. Первое – 
это расширение возможностей интерак-
тивного взаимодействия пользователя с 
разработанной программой. А именно, 
будет добавлена возможность одновре-
менно работать сразу с несколькими 
трёхмерными проекциями точек в мно-
гомерном пространстве, пользователь 
сможет изменять оптические параметры 
сцены: раскрашивать сферы в разные 

цвета, таким образом наглядно выделяя 
заинтересовавшие его совокупности. 
Также будет добавлена функция постро-
ения 2D-графики для анализа, напри-
мер, столбчатых диаграмм частот для 
рассчитанных значений параметров и 
критериев.  

Второе – включение в программу 
численных методов, применяемых для 
решения задач многокритериальной оп-
тимизации, позволяющих без использо-
вания визуализации получить потенци-
ально оптимальные решения.  
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